Chapitre 5 Applications diverses 1

Applications diverses

A. Quelques formules B.B.P

Ce paragraphe illustre assez bien les retombées inattendues de I'emploi d'un logiciel de calcul formel
dans I'expérimentation d'une étude théorique.
Mon premier travail apres avoir découvert le caractere isométrique de I'opérateur T', fut bien siir d’explorer
systématiquement a |'aide de M.A.P.L.E les transformées des fonctions usuelles. Le tableau suivant résume
les premiers résultats.

! - X
f(z) T(f(z)) = g(x) = /0 wdt
_ _ lnz(x) ) 12
f(w) = In(z) 9(x) = + dilog(x) +
In® <x> + 72
X 1—z 1
Jle)=1o (1 - 95) 9(@) = 2 ~ 2u(x)
fw) = x%l-a g(z) = 1n(a);—1fil+a)

fx) = 2 +a 9(z) = 2(z% + a) B Va(z? + a)
k=n—1
n x o Hy
flz)=2 ln<1_$> 9($)—2M(x)+ 2 P k1

Cette étude élémentaire me mit rapidement sur la piste de la « réductrice », a travers la fonction

x — @o(x) = In (1> dont la transformée était au coefficient 1/2 prés I'inverse de la mesure
—x

secondaire .

C'est a partir de ce tableau également que je décelais la formule de composition vérifiée par T et par suite

la deuxiéme isométrie S.

Sur ces premiéres transformées j'évaluais aussi les conséquences de I'isométrie T'. En particulier, si f de
1 1
T
classe ¢! sur [0,1], on sait que / f(z)21n <1> dz :/ g(x)dx, avec g=T(f).
0 -z 0

Appliqué a la fonction z — f(z) = Z1a dont on connait la transformée g (a > 0) on en déduit
r?+a
facilement I'égalité suivante:

1
Arctan(—

Y S PP

Cependant le traitement de cette intégrale par M.A.P.L.E me révéla les bonnes surprises suivantes.
= Sur la constante de Catalan

In(2
Pour a = 1 l'intégrale se réduit a I = T r;( )
. X . L. ) .
Or le changement de variable ¢ = T—2 que je suggérais pour le calcul me renvoya |'expression :
—x
- 141 . 1
I = —Catalan + %dilog( ;_ 1) - %dilog( 5 1)




Chapitre 5 Applications diverses 2

Rappelons alors les définitions et propriétés élémentaires concernant la constante de Catalan et la fonction

n=oo 1
. . _ (=" In(z)dz
dilogarithme: Catalan = Z s 17 == | Tiz
n=0 - 0
In(t)dt
Pour z réel positif : dilog(x) = / Ii( >t .
1 = (1—z)"
Pour z complexe tel que |1 — z| < 1: dilog(z) =polylog(2,1 — z) = —
n
n=o00 sin(%?%)
. L4 . 1 = il
On en tire en particulier : ldilog( - 1) - idilog;(il) = 4
2 2 2 2 vt (v/2)mn?

. \ s . ™ R T, .y
Ceci nous donne apres explicitation des valeurs de sm(nz) une premiére égalité intéressante tirée des deux

expressions de |'intégrale I :

h= (1)K 1 P p 7n(2
Catalanzz( ) (( 5 + )2+ )-i— 2)

— 4+ \ (4k +3)2  (4k +2 (4k +1)2 8
Evaluons maintenant notre méme intégrale I d'une troisiéme facon, en utilisant le développement classique
1 n=oo )
=S
n=0 1 1
1 In(1 — x)d

En écrivant [ :/ n(x)Q dz —/ w on en déduit immédiatement :

0 1 +x 0 1 + 332

n=00 1
I = —Catalan — Z (—1)”/ 2?"In(1 — z)dz.

n=0 0

Par une I.P.P élémentaire on obtient ensuite:

1 ) g2+l 1 1 p2ntl _q
"In(l —z)de = | ——— x In(1 — — d
/Ox n(l—z)de [ o1 x)]e /0 n+ D@17

-1 1 1 —Hop i1
= 1+-=+.... —
2n+1( +5+ +2n+1) e
_ 1 2 n=oo H
Ainsi [ = 7T8n() = —Catalan + Z (_1)n2 2731 ce que I'on peut écrire
n
n=0
Catalan = mIn(2) n:oo(_ K Hon 1
n=0 2n+1
=y n= n=oo
H2n+1 (_1)71 1 Hs,
rnz_:o( )Qn-i-l nz_;)Qn—kl 2n+2n+1 n:o( )2n+1+ atalan
n=oo
H In(2
On en déduit la somme: ; (_1)”2n?:1 __r f;( )

- Généralisation de la méthode
Pour a positif quelconque, la théorie donne I'expression exacte:

1
1 Arctan <> 9
I= / LIS Py (N [ A N
0 T2+ a? 1—=x 2a 1+ a2

Le calcul par M.A.P.L.E donne une expression peu engageante, somme d'une douzaine de termes ou
. . . . i i ) a’® —ia
interviennent entre autres les dilogarithmes de: 14+ — ; — ; 1+ia ;

. . . a a/- . a2
On a vu que I'on savait décomposer en série entiére le dilogarithme d'un complexe du type z = 1 — w,
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lorsque le module de u est inférieur a 1.

n=00 .
< i —u) = —.
lu] <1 = dilog(1l — u) Z 3
n=1 )
Si on choisit @ > 1, on pourra donc décomposer facilement dilog <1 + > et dilog (1 — j_ >
a a—+ i

Pour les deux autres dilogarithmes, on peut remédier en utilisant les formules classiques de transformation,
soit : )

1
dilog(z) + dilog(1 — z) = % —In(z)In(1 —z) dilog(z) + dilog(—x) = gdilog(acz).

2 1

1
Pour || > 1: dilog(1 — z)+dilog(1 — —) = —"= — 5 (In(—z))%

x
Aprés un bon aprés midi de bricolage j'obtins enfin les formules synthétiques suivantes, toujours dans le cas
ou a est réel supérieur ou égal a 1.

_ A i ~1 a? , 1\
dllog<1 + a) +d|log<1 ar i) =3 <ln (1 n a2> — 2iArctan <a>)
mr

necos() = cos(nA 1 1\ 1 2
Z Z s(nArctan(a)) = — [ Arctan | — — Z1n? a
a"n2 1+ a2 np2 2 a 8 1+ a?

n=1 n=1

nm

n=o00 sin(—) n=oco . 2
9 sin(nArctan(a)) 1 ( a ) <1>
— E —= E =—In Arctan | —

ot amn? ~ (V1+a)mn? 2 1+ a2 a

Enfin, la troisiéme facon d'évaluer I'intégrale I par développement en série géométrique et I.P.P se généralise
aussi facilement pour a > 1 et conduit a la somme de série:

— (=1)"Hy, 1 2
Z ()722 = 2 Arctan () In (a2>
o (2n + 1)a®™ 2 a 1+a

Pour conclure ce paragraphe notons que le cas particulier a = /3 s’explicite :

3-1V3 i 2 1 3 3
dil _ dil 1+ — — — Zn? i—1
|og< 1 >+|og< +\/§> o 8n (4>—|— 12n<4>

(1) 1 N 1 B 1 77rfn 3
23k+2(3k 4+ 1)2 236433k +2)2  3KFL(2k+1)2) 36 4

k=00

k=0

iy 1t L 1 1 L1 72 1, (3\ 7
_ _ _T L3\ _
. 2% (3k)2 2% 2(3k +1)2 2R3k +2)2 | 3F(2k)2) T2 8 \4) 32

B. Formules déduites de I'isométrie S
P P
Nous supposons ici que la mesure — est bornée, ce qui équivaut vu |'égalité — = T + mp*, ala
0 0
1
convergence de l'intégrale / p>(t)dt. (On rappelle que o appartient 3 £2([0,1],p)).
0
On sait alors que si f est une fonction telle que ¢ x f et T(f) sont éléments de .#2([0,1],p) et que L f
1

est élément de -#%(]0,1],11), on peut écrire la relation d'isométrie suivante:

1 _~ .%'21'_ 1233p2(x)1'
/0 () f(z) — T(f(x)2dz = / Pt
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Examinons quelques conséquences de cette identité dans des cas élémentaires.
- Pour f = 1. Les conditions d'application sont réalisées de maniére évidente, et la formule se simplifie

1 1 233
m:Aqﬂmmme=A<@j)+w%%@mmmﬂ

1 2 1
4
Apreés regroupement des termes on obtient : / ©*(x)p(x)dz = % P (x)dz
0 0

= Pour f = . lci les conditions d'application induisent la convergence des trois intégrales suivantes:

1 1 1
417 T X 5.17 X ; 2.1,' 3.’17 X.
AMWUWApﬂwéwﬂﬂﬂ

La formule d'isométrie va alors nous donner un lien simple entre ces trois quantités.

~ 1 T 1 2(p
Puisque T'(¢) = g notre formule se traduit /0 [?(x) — Zixi]zp(az)dm = /0 @2(x)Z((x)) dz.
o?

On développe ces deux intégrales grace a L =+ w2 p?
L

— La premiére donne apres regroupements:

14 415 377212 3
b= [ S@p@desnt [ P 5 [ 2@ ds.
16 Jo 0 2 Jo
1

1 /1

— La deuxiéme s'écrit: Iy = 4/ ot (x)p(z)dz + 7T2/ ©*(x)p3(z)dz
0 0

La comparaison des deux nous donne la relation simplifiée suivante:

14 _2123 _167T415
AwMWW—%éwwﬂmx AMMx

)

1 471_2 1

Quelques applications de la formule /0 P*(z)p(x)dx = T/o p?(xz)dx
! 1—-x 2

- Pour p(x) = 2z on obtient: [ z[zIn( ) +1)2d2 = =

T

1 271'2
= Pour p(x) = —In(z) il vient: / [T — In*(x) — 2dilog(1 — z))? In(x)dz = —8x>
0
_r 2
Pour (x) B L on 2 /1 [4ln (1 — x) + ln(4) —i—ﬂ'fB] dp — (8 4 37.[.)7.‘.2
P = T+ 0 ), (22 4 1)3 G
x 2
(In(2))"! “m@>*m(1_xﬁ e
- Pour p(x) = ——-— les calculs donnent: / dr = —
x+1 0 (x +1)3 8
- Pour p(z) = W\/x +1:
! T Vr+l+1 ., 8m2(v/32 — 1)
2 ! 1+/x 2 272

= Pour p(z) = g\/i /0 [\/Eln(l — \/5) —2*Vzdx = =

Une autre formule reliant p et ¢

La relation isométrique < §(f) \ §(g) >,=< f|g >, donne pour f = ¢ et g = 1 apres simplifications
M
la relation suivante:

1 1
/@%MmMﬂﬂ/f@me
0 0
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2
Autrement dit la fonction % — m2p? est orthogonale a ¢ dans .£2([0,1],p).

C. Réductrice de la mesure secondaire

Rappelons que la transformée de Stieltjes de la mesure secondaire p relative a p est reliée a celle de p
1

par: S,(z) =z—c1 — %.

Syu(x —ie) — S )
On retrouve 1 a partir de S, grace a Stieltjes - Perron: p(x) = lim+ u( 16)2, G ZE).
e—0 s

Si elle existe, la réductrice de p est définie par: ¥ (x) = lim+ Sy(x —i€) + S, (z + ie).
e—0

. Sy(x —i€) + Spy(z + ie)
: =2(x — — i p L .
Ceci nous donne: 9 (x) (x—c1) Jim o (@ —i) X S,z + i)

Soit: Y(x) =2(x —c1) — #(x)

p(z)p(x)
—c) - ——=.
N . ple) — |
Une premiere application de la réductrice d'une mesure est la formule « de réduction » suivante: Pour toute

1 1
fonction f de 32([071]#)./0 f@)d(x)p(r)de —/ Tu(f (@) )dﬂf

Ceci pouvant s'écrire plus simplement: ¢(z) = 2(x

Avec ici Tu prolongeant |'opérateur f(x) — / ft) = fl@) " ( )dt.
—z

Cela va donc se traduire ici:

2 /0 (o — en) f()ula)de — / flx )) do = /0 lfu(f(x))u(w)dx

Examinons quelques conséquences élémentaires de cette formule:
1

1 2
x x
= Pour f = 1.ll vient aussitot: 2/ (x — c1)p(x)da :/ de.
0 0 p(z)
En introduisant les moments d,, de la mesure secondaire (i, cela se traduit simplement :

/1 de = 2(d1 — Cld())-
0

p(z)

n=oo 1

Rappelons nous alors les relations entre les moments de p et p: d,, = —wy 2 avec Z wp2'" = e
n=0 Z cn 2"

n=0

On en tire facilement les valeurs:

wo=1; w=—c1;wr=(c1)®—co; wyg=—cg+2cic0 — (¢1)>

Ainsi: dy = —wy = ca — (¢1)?; di = —w3 = c3 — 2c169 + ().

La formule de « réduction » obtenue s'écrit alors pourf = 1:

1 2 1
T T z)p(x)dz
/ o( )(M)( ) dor — / 220() )p(x) ey + 2(1)? — 3crcs)
T x
v B Al

- Par exemple appliquée a p(x) = 2z cela nous donne la relation:

/1 x[xln(lfx>—1]dm )
0

[(z1n (&) —1)2 4 72g2)2 JRRES
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4
= Pour p(x) = ————= on obtient:

m(z? + 1)
/

L (22 4+ 1)%[41n (

(%[4 In (&) +In(4) + 7z]2 + 16)2

1= x) +In(4) + mejde _r(1-In@) |, () 71'

. = —6In(2)(1 - 7)

p -
Pour p(z) = —In(z) il vient:
/1 [ 3 + In“(z) + 2dilog(1 — z)] In(z)dx 1
1,—2r2 T 48
0 (Z[TW +1In%(2) + 2dilog(1 — )2 + 2 In?(z))2
1
d
~ Pour f(z) = x on obtient I'égalité: / 2“2“’)(%)9(“5) T —9(dy — e1dy) — d2.
D )

4
On généralise bien siir facilement pour une puissance entiére quelconque.

/1 z"p(x)p(x)dr
0

2 X
7 4 (o)

k=n—1
= 2(d71+1 - Cldn) - Z dkdn-i-l—k
k=0

D. Transformée par T d’une série entiére

n=oo
On montre facilement dans le cas de la mesure de Lebesgue, que si f(x) = Z upx™ est une série
n=0
n=oo
entiere avec un rayon de convergence R > 1, et telle que Z |un| < +o0, alors sa transformée par 1" est
n=0
n=oo k=00 u
s ~ _ _ n _ k
définie par T'(f(z)) = g(z) = Z vpx™ avec vy, = Z .
n=0 k=n+1

. 1
Ecrivons alors la relation de conservation: < x — 3 | f(z) >1=<1] g(x) >,.

n=o00 1 ] =00 1 n=00 T n=00
H n+1 n _ _ n
Elle se traduit: E un/o " dx — 5 g un/o z"dx = E UnGn42 (avec m = E anz™)
n=0 n=0 n=0
n=oo

nu = "
Aprés simplifications on obtient la formule: Z m =92 Z UnGn4-2-
n=0

n=0

1 . . . .
Pour u,, = — avec g entier > 1 on détermine assez facilement de proche en proche les termes intervenant:
n

k=00 1 k=n 1 k=00 )
En posant: ((q) = w SZ:C(Q)_Z@: Z »
k=1 k=1 k=n+1
k=00 k=q
1 H, S3
el 3 T T e O ik oo = (1)
= —1)a7 1R — k —1)9(1 — =),
S Ty = 2 U )+ (- g

On en déduit pour tout entier ¢ > 1 |'égalité suivante:

n=oo k=q k k=q—1 _1\q
(H" S nf,€> anep=-$0F D 1 ( (1) 2q1k><<k>> s 03
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En particulier pour les premiéres valeurs de |'entier ¢:

e A I~ A =1 2 x5
[nz‘nz<6‘ k:2>_n<€(3)_zk3>]a”+2_24_1080_16

E. Une série entiére intéressante

1 1 /1~

Appliquons la formule de réduction : / u(x)In (1 ’ ) do = 2/ T(u(z))dzx a la fonction u définie
0 - 0

1

par x — u(z) = n (a=0)
r+a

On sait que sa transformée par T n'est autre que Tu(x)) = you(x) avec 7, = In (1 _T_ >
a

| x 1 1
On obtient donc |'égalité: / In < > dz = — = In? <1 4 > (E).
0o T+a 2 a

11—z
1 1" "
P int ta>1.0 t écri tout = de [0,1]: = - —1)"—.
renons maintenant a n peut écrire pour tout x de [0,1] Tt a ,;)( ) o
R 1 = (=n [t T
On en dedUIt —5111 (1 + a) = ngo an+1 /0 .fL'n ln m daj
1 x H,,
Or on a montré dans le chapitre 4, que / 2" In dx = . On en déduit le développement sui-
0 1—2 n+1
vant:
1 1\ 'S (=)™ H
2n<+a) Za”“n—i—l
n=0
. L, : . 1.5 1
Examinons les dérivées successives de la fonction a — v(a) = —3 In® {14 —].
a

bo(=1)"n!
Par dérivation sous I'intégrale dans I'égalité (E) , on obtient: v("(a) = /0 (QE n c)L)’T;H In <1 f x> dx.

Rappelons alors la formule obtenue dans le chapitre 4 sur les transformées des dérivées:

[ 1m (F52) de =000 - 600 + a5 + £ )
0 — X

k=n—2
+ ak[f9(0) + (1) R (1))
k=0

Appliquée a f(x) = u(x) on obtient aprés simplifications |'expression :
k=n—2
1 1 a 1 (_J)n+k+1
™ (q)= (-1 n-—1)N—— + —J(n( — H,_ k(_1)k
o0) = (2= Dl e+ gl () +Hae + X b0 g + e

Avec af = (n —k = 2)1[Ck_| + (-1)"¥]

n
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F. Transformée d’un produit par la réductrice

_ _ k=n—1 1
Rappelons que (a"(x)) = o Tp(e) + Y- ouprat avec o = [ th(t)o(t)a
- 0
. ) k=0
Si f(x) = Z unx"”, la transformée par T' du produit p(z) = f(x)¢(x) s'obtient alors facilement comme:
=0

T(p(z)) = g(z) = @f(w) + Z wpx" avec: w, = Z UL h—p—1-

® n=0 k=n+1

1 f(z)dz
A% C Zn+1
centre O de rayon strictement plus grand que 1 parcouru dans le sens direct.

k=00
. 1 Ok—n—1
On obtient alors w,, = %in : ( E pos ) f(z)dz.

Si f est analytique, le théoréme de Cauchy permet d'écrire u,, =

, C désignant un cercle de

k=n+1
. 2 ~ On
Or on a vu dans le chapitre 3 que pour z de module assez grand: (S,(z))” = Z s
n=1
1 Sy(2)]?
On en déduit w, = / Mdz si le rayon du cercle est assez grand.
2T Jo znt
Par sommation de la série géométrique Z r__z pour |z| < 1 < |z], il vient alors:
s 2" z—x
n=00 1 2
S = L [ 1SS,
o 2im Jo z—
1 Sy(2))?
On obtient donc: | f(z)p(z) — g(z) = Zigf(x) + i /C [p(;)_]:f(z)dz.
Si f satisfait de plus aux hypothéses de la formule de composition on peut écrire :
= p(x) =
f(@)e(@) — T(p(x)) = u(2) (z) +T%(f(2)).

Par comparaison des deux formules on en déduit I'expression analytique de 72, soit :

~ z 2 z
T2(f(ﬂf)) _ 1/ [Sp( )] f( )dZ
C

2im Z—T

G. Résultats annexes au premier chapitre

Voici sans les démonstrations relativement élémentaires quelques formules déduites de |'étude de la

1
transformée de Laplace de z —— m effectuée dans le chapitre 1.
x

= Soit p un nombre complexe quelconque.
) T00 =Py F00 e Tdx
Si [Im(p)| > m, alors: =
0 (In(z

0o I (o) + )+ 7
e Prdx *° e rdx —p
Si — 7 <1 <, al :/ / —p_e
i —m < Im(p) < 7, alors T ), @ ipris +e Pe

- Décomposition dans la base des polyndmes de Laguerre.
On rappelle la définition du polynéme de Laguerre d'ordre n:

eX dn = Xk
Ln(X) = Fan (Xne_X) = ;Cﬁ(—l)kk'
=0

Ces polyndmes constituent une base orthonormale de I'espace .#2([0, 4 oo[,e~*) muni du produit scalaire

+oo
<flg>= /0 f(B)g(t)etdt.
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+oo t
La fonction f définie par © — f(z) = €” —/ mdt se décompose dans cette base suivant
0

—+00
ew _ /O t + 1 Z an+1L

. . / Lo . €T
(Les coefficients a,, étant ceux définis dans le chapitre 2 par: —— = E anz")
n

- Ecriture intégrale d’une série lentement convergente.

= )” too g dx
Z ) + 2 2
~ In(n) o sh(mz)41n*(z) + w2

/+°° sin(rz) do /1 e (x+1)da
0 0

[=]! z(In?(z) + 72)

mxr  [z]!
= Quelques limites et expressions bizarres !

( [z] désignant la partie entiere de )

) T sin(2nmr)da 1 ) T sin((2n + 1)7x)da
lim —_ = —— lim - =e
n—oo |y T'(x)sin(nx) e n—oo [y I'(x) sin(7x)
+oo
lim w = 1/ (x —1)e “In|ln(z)| dz
n—oo Jo  I'(x)sin(rz) 27 Jg
+eo — 2n+1 d 1 [t
lim (cos(mz) COS(,( n+rr))de = — (z —1)e % In(In?(z) + 72)dz
n—oo J ['(z) sin(7x) 27
| teoemrd
v=— a:eCOb(x) sin(sin(z))dz — / i
2 1 T
n=00 (_1)n+1 k=n Sk
v = ;:1 W 41 avec S¥ nombre de Stirling de premiére espéce défini par
k=n
X(X -1 (X—n—-1)=) Skx*
k=0
1 17
ur =05 up =75 uz =3¢
v = lm u, avec - (3n% + 8n + 6)up+1 — (3n% 4+ 5n + 2)uy + (% + n)up—1
n+2 — (n + 2)2
/ / zydxdy
(zy — 1) In(1 — 2)
/ x + cos(0) do — 1
o (22 +2zcos(f) +1)(In®(z) +72) 2

dz 1 1 1

+0o0
/0 (22 + 2z cos(0) + 1)(In*(z) + 2)  sin(6) " M@
2

Si—nmT<0<m:

/+°O In(2? 4 2z cos(f) + 1) de — 1
0 z(In?(x) + 72)2 B

\V)
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H. Applications numériques diverses

Pour tester la théorie je me suis bien slir amusé a vérifier les caractéres isométriques obtenus sur les
fonctions usuelles dont on connatit les transformées par T7.
Voici un petit catalogue de résultats tous vérifiés numériquement a I'aide de M.A.P.L.E.
1

p(z) =1; plx) = i (116) o

e
0

- Pour

. Vzh 1+% dz
J o,

7 m
(1’ <1fx> tat)eyy O ARG
; 2In(2) + mx)(1 — /zln <1+\}5> dz NN 1 3
| [ @ = M)ty
(In <1—x> +72) (22 + 1)
2
/1(1\/§1n(1+f> dac:i
0 In? (&) + 72 7
/1 %an(az) + dilog(z) . 1 2
z T
0 In? (1 — ) + 72
/1 %lnz(x) + dilog(z) . 71.2( 1 -1
0 (In? <1_x> +72)(z + 1) 4 In2)
/1 (1 In?(z) + dilog(x) + :)2 I
0 In? <1 — :c) + 72
. 2 1
/1 (2 In?(z) + dilog(x) + €>(1 —/xln (1 \/E) o 1
0 In? (1 f x) + 72 )
L (2@ + dilog(x) + ) (21n(2) + 72)
/ 2 6 dx = 4Catalan — 7
0 (ln2<1fx> +m2) (2% + 1)
! (2In(2) + 7x) B 1
/0 dr =1+ W(m —1)

= Pour |p(x) =2x; pu(x) =
2

2
<$ln< x >—1) + 7222
l1—=z
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1] 2

2¢ |1 — In{l+—)|— =
/1<x \/§n< +\/E \/:E+3>xd A
] r—
0 (z1n —1)2 + 7222 105

— T

/1 <2$ {1_\/%1 <1+1x>] _ﬁ+§>xdx: 241n(2) + 157 — 64
0

o (5 : i 30(In(2) — 1)

/01 <2x {1—\/§1n (1+\/1§>] —x/:f+§> (W—4—2xln(2))xdx :8_811;(2)—\/§ln(3+2\/§)—

— 12+ 7222)(x + 1)

([z1n <1 f x> —1]2 + 7222)(22 + 1)
™2
: 1 (Q:C [1 _ /il (1 + %)] - g) (m[mz(x) + dilog(z) + 7;2] @) -vr
/0 Q= o

(zln <1$) —1)2 + 7222
-z

/1 (x5 + dilog(z) + ] — In(x) - Do
0 (xln(lf >—1)2+772$2 i
n?(z s
W) 4 it | —In(z) - 1)z 7 —6(In(2) + 1)

12(In(2) — 1)

]
/1 (x[ 5 + dilog(z) + f] —In(z) —1)(m —4 —2z1n(2))z 2
0 T

dz =In(2) — —
([zIn - — 12 + 7222) (22 + 1) 12
In?(x) , 2
/ (x] 5 + dilog(z) + —] — In(z) — 1)x .
dr = -
0 ([:Uln(lfx) —1)2 + 7222) 9
/1 (7T —4—2x ln(2))x do — 8ln2(2) +7—10 ln(2)
% ([zIn (1:6) —1)2 + w222) (22 + 1) (z + 1) 2(In(2) — 1)
1 (In(2))(x + 1)
- POUr p(x) = T /,L(.’L‘) =
(z+1)In(2) o
ln2 <1 — x> + 7T2
L (m4+1n(4)z + 7 — In(4) B BES
/0 dr =4In(2) + 2 ()

(22 + 1)(In? <12_xm> + 72)




Chapitre 5 Applications diverses

12

/1 [(m+1In(4))z+ 7 —In(4)](x + 1) oo + ln(4g —mln(4)
O (22 +1)(In? (12_$x> + 72) In*(2)

/1 z+1 dx—3ln()_
2z C2In?(2
O (In? (1—3:) + m2) (2)
/1 dx _ 3In(2) -2
O (z41)(In? (12mx) + m2) 2In(2)
/1 (z + D)[(7 +In(4))z + 7 — In(4)]? do — 4mn(2) — 72 + 41n?(2)
0

(22 + 1)2(In2 <12_$x> +72) In(2)
4 m(x? +1)
- Pour|p(zx) = ——5—=; p(z) = -
@+ 1) 4([ln<1_x>+ L
/1 22 +1 4y — Aérn(2) — 72+ 41n%(2))
x mz In a m2(7 + In
0 ([ln(l_x>+4 1 ;2)]?+7r2)(x+1) (m +In(4))
/1 (74 2)x + 2 4y — 8[r(In(2) — 1) + In(4)]
0 [1n<1fx>+7f+1né2)]2+w2 g
/1 (m+2)x +2 de — 4[7% — 21 — 41n(2)]
* ([In (1:6) %x lnéz)p +72) (2 + 1) (w4 In(4))
/1 2+ 1 4y AT — 72 — 41n?(2)]
° (Iin <1fx> $ 0 B g m(m + In(4))*
/1 (7 +2)x + 2]2 do — 2(m% — 8)
e nn (5 ) + R ) "
/1 22 +1 e 4(4m — 72 — 41n%(2))
’ [1n<1fx>+7f+ln;2)]2+ ? "

l. Intervention des opérateurs adjoints

Nous supposons ici qu'il existe un sous espace M inclus dans l'intersection de .#%([0,1],p) avec

.,2”2([0,1],/)—), vérifiant f(M) C Z2([0,1],p), et tel que pour tout f de M, le produit ¢ x f appartienne
i

encore a M.

(Tvp est définie ici sur .£2([0,1],p) entier en utilisant la convention définie au début du chapitre 3)

Soit (f,g) un couple quelconque d'éléments de M. On peut d'abord écrire en utilisant la propriété essentielle

de T, I'égalité:

N1o=o— ([ Brenewar) < ([ swpar) =< 1600 1 1) >,

or S »(f) étant élément de H / Sp(f(z:))p(:c)dx = 0.

De plus, vu les hypothéses sur M, f satisfait aux trois hypothéses de la formule de composition, ce qui

nous donne fp(gp(f)) =L f. Des deux remarques précédentes on déduit donc:
o
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<@Uﬂg>f<fﬂiﬁﬁ\ﬁ@ﬁm=<EXf\ﬁ@ﬁm=<fﬁHm>p

Si on note T et S les restrictions respectives des opérateurs concernés a I'espace de départ égal a M, on a
donc établi que pour tout couple f,g) de vecteurs de M :

<S(f) | g>=<f|T(g9) >,

Les opérateurs TetS apparaissent donc comme adjoints I'un de I'autre pour la structure Euclidienne induite
sur M par celle de .£2([0,1],p).
Dans le cas ot p = 1 mesure de Lebesgue, il est facile de donner des exemples d’espaces M satisfaisant aux

conditions de stabilité énoncées ci-dessus. Par exemple on peut considérer le sous espace engendré par le
x

systéme des puissances entiéres de la réductrice ¢ ou celui engendré par les fonctions z —— z™ In?

11—z
n et p décrivant également |'ensemble des entiers.

Endomorphismes symétriques déduits des opérateurs précédents

Nous supposerons de plus ici que M C H.
Sous nos hypotheéses, les deux opérateurs U = Iy + ToSetV = Iy + SoT sont symétriques, de norme
supérieure a 1 (Ip; désignant I'application identique sur M).
Etudions ces deux opérateurs.
= Pour U remarquons que pour tout f de M et d'aprés la formule fondamentale de composition :

~ o~ p +
Wﬁ=f+T@UD=(HV)f=ﬂﬁwmﬂwwf%ﬂﬂwwﬂﬂ=pHMXﬁ
Ceci nous montre que U est injective et que |'antécédent d'un élément donné g de Im(U) est égal a
1
X g.

p+p
Pour ce qui concerne les normes la preuve est classique: si T est I'adjoint de T', on a pour tout f de

I'ensemble de définition M : < T oT*(f) | f >,=<T*(f) | T*(f) >,> 0.

Ainsi si U = In; + T o T*, on en déduit: [[U(f)||, x | fIl, = 1< f+T o T*(f)/f >pl = IfII2
= Pour V étudions I'équation aux antécédents f + S(T(f)) = g, pour g donnée dans M.
Elle a pour conséquence par action de T': T(f) + gf(f) =T(g).

Ceci nous montre que (g = 0) = ('f(f) =0) = (f =0). V est donc également injective.
Pour g quelconque dans Im(V') cherchons a expliciter son antécédent.

~ M A , M - Jap4
Posons f = T~! ( x T(g ) sous réserve que x T(g) est élément de £2([0,1],1).
Ty kT (01

Vérifions directement que si cet f est élément de M, alors il vérifie bien V(f) = g.

Vf)—g<:>T1<><Tg)>+S( ><Tg>—g.
( Yy ( AV ~( )
Oron sait que 7" = So Fi,.,p) et que St = Fi,,p) o T. L'égalité ci-dessus équivaut donc a:

2
(W & (1 5 S(Fs
S<T@>+S<’Ng>_S<Tm>
p(p + 1) ( p+u ) P (
1 no B
Or celle-ci est évidente par linéarité et vu la relation + ==
plp+p) ptp  p
Sous les hypothéses restrictives précédentes on peut donc écrire que f =T 1o F
antécédent de g pour V.

L'étude effectuée nous conduit au résultat plus condensé suivant:

2
Sous réserve de I'inclusion .£2([0,1],u) C 92”2([0,1],[)—) N.22([0,1],p), I'endomorphisme V défini sur H par
i

i) © T(g) est bien

Fr—V(f)=f+S(T(f)) est égal a la composée: |V =T o F

)OT

Pt

En effet sous I'hypotheése de cette inclusion, on vérifie facilement que F{,, ) © TV(H) C Z22([0,1],p).
Il suffit de remarquer que si g € £2([0,1],u)
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12 P(x)‘*‘/i(x)zmx_ 12$p2(x)$ lzx 2de 12:c 2)da
/Og@:)[m)d—/og() d+/og<>u<>d+2/og<>p<>d.

p(z) p()
On vérifie alors facilement que si f appartient 3 H: f + §(f(f)) =71 Mf(f) :
i
Il suffit de comparer les images par T'. On obtient comme vu plus haut: T(f) + Bf = mf(f)
[ 7

L’endomorphisme V' est alors bijectif et ses puissances se calculent facilement:
Pour tout entier relatif n: V" =T o F(,yyn my o T.

Pour tout f de H on a donc |[V"™(f) = (IH+§of)”(f) =71 <<1+Z>n X f(f))

Ce résultat reste valable ponctuellement indépendamment des conditions restrictives draconiennes énoncées
ci-dessus pour une fonction f pour laquelle les compositions successives envisagées aient toujours un sens.
En particulier dans le cas de la mesure de Lebesgue, avec les notations d'opérateurs introduites au chapitre 4,

S . . P
on aura — = 2b — a et I'équation fondamentale se met sous la forme équivalente (2b — a)a = a~1(b% + 1)a.
s

On en déduit que pour tout entier n > 1:
(SoT)" = S((¢f +7°)"'T(f)) = 2p0(p§ + 7°)" ' T(f) = T((¢§ + 7*)" "' T(f))-

La connaissance des transformées successives de f par 1" permettra donc d'expliciter a I'aide des formules

1
du chapitre 4 |I'expression ci-dessus ainsi que les intégrales du type / (SoT)"(f(x))dx.
0

Application de la transformée de Cayley

Sous les hypotheses précédentes, I'endomorphisme SoT étant symétrique, on peut lui appliquer la
transformation de Cayley et lui faire correspondre |'opérateur unitaire U défini par:
U= (SoT +ily)o(SoT — i)~
En reprenant les calculs sur I'inversion de V' on vérifie facilement que pour tout f de M.

(SoT —ily) ' =11 <p_w><T(f)>.

L’endomorphisme U est donc défini par: f — U(f) =S (p —Miu X f(f)) +iT! (p_“m x f(f)).
OrwuT!1=So Fl,..p), (on est dans le cas ot M est inclus dans H), les calculs se simplifient en:
U(f) :§< a x:ﬁ(f)> +i§[“< i xf(f))] :§[p+T“ x ! xf(f)].

p—ip p \p—iu p—ip  p

S . +1 . I N G .
Si on introduit la mesure complexe v = d ',u X H, |'opérateur unitaire U associé a SoT" par la transformée
p—i p

de Cayley est explicitée par:

~

U(f) = SWT(f) = ¢ xvxT(f) = T(vx T(f))

Décomposition canonique de T

~ T+S§S T-S N
L'écriture classique T' = _;— + 5 donne la décomposition de 7" en somme d'un endomorphisme
~ T+8 ~ T-5
symétrique T = + et d’'un antisymétrique T, = —

lIs s'explicitent en: f —— T\S(f) = g X fetfr— T\a(f) =T(f) - % x f.
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J. Compléments sur les puissances de I'opérateur T

On utilise ici les notations du chapitre 4.
- Explicitation de T"(f)
On montre facilement par récurrence sur I'entier n que si f est une fonction de classe C" sur [0,1], la
transformée g, = T"(f) est explicitée par I'intégrale d'ordre n suivante:

YA LI f(tx) f(@)
gn(x)_/o /O ..... /0 Z TS ) (s + = dtydty......dt,.
itk i:1(m —ti)

Le passage d’'un rang au suivant s'effectue naturellement a partir de la définition :

gn+1(z) = / 9n Z“) — gn( )dth. La réduction des termes intervenant dans les deux images par g,
0 n+l — T

fr) ) (npr —2) f (k)
te—tnt1  tk—x  (tk—tpt1) (b — )

Le produit par ————— conduit alors sans problemes a I'expression demandée.
nt+tl — T

s'obtient grace a:

1
- Sur le calcul de/ T"(po(x))dx

0
Rappelons la formule obtenue dans le paragraphe 4 : Pour tout entier n > 1
1
[ T ntenae = [T (e = M = (-4 ™

(Lorsque I'exposant est pair, I'intégrale correspondante est nulle).
Le paragraphe précédent nous permet donc d'expliciter le nombre de Bernouilli 32, comme une intégrale

d'ordre 2n, avec ici f(z) = ln<1 i > In(z) —In(1 — x)

1 k 2n )
On obtient: A}, 7" / / ..... / ))dtldtg .o dtop.
tk _

z;ék‘
Par raison de symétrie on va pouvoir simplifier ce calcul. Il suffit d'utiliser le changement de variables
élémentaire: t1 «— 1 —ty jtg— 1 —to; ...ty — 1 —1t,.

I vient donc (tx —t;) < —(tx —t;) et comme il y a un nombre impair de facteurs dans chaque dénominateur,

on obtient: e -
2 2
1 n 1 . In(tx)

// /letk_))dt Vdty. .. dtgy, = — // /klntk_ )dtidts. .. dto,.

i£k ik
On en déduit immédiatement la formule:

1 k 2n 1 _2n

/ / ..... / ) s aty by, = 22T

(tk — ti) 2
z;ék

Vu les singularités intervenant, ces intégrales multiples, méme pour des petites valeurs de n ne sont pas
faciles a approcher. Pour n=4 par exemple je n’ai pas réussi a « vérifier » la valeur exacte en utilisant
MAPLE. Cela peut étre un exercice d'analyse numérique intéressant.
Voila en tout cas un bon moyen deltester des logiciels de calcul approché.

- Evaluation des intégrales/ T" (el (z))dz
0

1
D'apres la formule (F8) obtenue au paragraphe 4 du chapitre 4 on peut écrire: / / T"(po(x) f(x))dx =
0
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> N [ 1 (f ) do
=1 0
1 j=nt2 S
Pour f = (¢0)* on obtient:/ T (pE () dx = Z )\iL+17r”+2_7/ TI7 Yo (x))d.
0 . 0
7=1

1
/ T"(ok(z))dx j=n+2

Si on pose gk = Z° , I'égalité ci-dessus se simplifie en: ght! = Z )\;Hg;?_l.

ﬂ-nJrk:
=1

1
/ T"(o(a))de
0 — Al
a1 n+1-

On a donc un algorithme permettant d’évaluer facilement ces intégrales a partir des coefficients des
polynémes B,,.

Rappelons aussi que g} =

j=n-+2 j=n+2
On obtient par exemple: g2 = Z )\ﬁwrlg]l.,l = Z /\le/\jl.
j=1 j=1

k=n
1
Or on sait que By 41(X) = (Z i 2> ((X2 +1)X" + Z )\fLBk(X))
k=0

On en déduit facilement que pour n strictement plus grand que 1, le coefficient du terme de degré 1 de

k=n
) n+1 ky1
Br+1(X) est donné par: A}, = (n n 2) (k_o )\n)\k)

, n+3 19
Ceci nous donne: Vn >1 g2 = (n n 2) Abag + AN, Lo,

1
Or on sait que )\Zﬁ = 212 Il reste donc: g2 = 2A} .

Le cas particulier n = 0 donne g(% =3

K. Extensions des résultats au cas d’un intervalle non borné

Nous considérons ici une mesure positive bornée sur un intervalle I de R non borné. Si on reprend la
démonstration du théoréme fondamental du chapitre 2, étudiant le couplage entre les mesures de Stieljes de
p et de u, on s'apercoit que tous les arguments invoqués restent encore valables. En effet, bien que la série

n=oo

entiére associée aux moments de p, soit E cp 2", ait peut &tre un rayon de convergence nul, les dévelop-

n=0
pements asymptotiques utilisés mettant en jeu la transformée de Stieltjes sont encore parfaitement justifiés
n=oo
. . V. T C
car ils n'utilisent que I'existence de tous ces moments. La convergence effective a l'infini S,(2) = E ZTL
n=0

n'est pas utilisée dans la démarche. Seuls les développements d'ordre fixé n au voisinage de I'infini sont

employés dans le processus de preuve.
n=oo
1

Si en tant que séries formelles on a encore la relation E wnZ" = e

n=0 Z cn 2"

n=0

, la mesure positive bornée p

aura bien encore comme moment d’ordre n le réel d, = —wn4o.
Pour expliciter cette mesure, |'utilisation des formules d'inversion de Stieltjes-Perron s'avere encore perfor-
mante. Seul le calcul simplifié de la réductrice ¢ tombe en défaut.
(z — t)p(t)dt o)
— L — et u(x) = :
1 (x - t)2 + € 902(:6) 2.9

Ty TP €
Enfin, pour ce qui concerne les vérifications des égalités par comparaison des moments et I'extension des

On devra donc se contenter de: ¢(x) = lim+ 2
e—0
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opérateurs aux espaces entiers .Z2 pour les différentes mesures, il est clair qu'elles ne seront encore validées
que moyennant la densité de |'espace engendré par les polyndmes. Ceci est bien réalisé dans les deux études
suivantes.
- Examinons un premier exemple, la mesure de densité p(x) = e~* sur I =|0, + ool.
Une simple intégration par parties donne:
o0 2(x —t)p(t)dt t 2, 2 e

T,€) = ———————=|—e "‘In((x — )" + ¢ +°°—/ Inf(z —t)? + e tdt
olee) = [ e (@ -0+ A - [ @02+ e
T 2(z —t)p(t)dt Heo
Soit encore: p(x,€) = =2 B —n(a? 4 € —/ In[(z —t)? 4+ e "tdt.
o) = [ T — e+ ) - [ a0+

On conclut facilement par le théoréme de convergence monotone:

o0
o(z) = lim+ o(x,e) = 2[In(z) — / In |z —t|e"dt].
e—0 0

6—:13

+o0
(In(z) — / In|z —tle tdt)? + w2
0
On peut simplifier ces expressions par intervention de la fonction exponentielle intégral, analytique, définie

+oo ftxdt
pour z > 0 par Fi(l,x) = / ¢ ;
1

+00 +oo
/ In|z —t|letdt = e_x/ In|z — ¢t e 2 dt
0 0

T +o0
=e 7 [/ In(z — t)e” =) d¢ —|—/ In(t —z)e” 2 de| .
0 T

On en déduit p(z) =

+o0 too
Or / In(t —z)e” 0 dt = / In(u)e “du = —7.
T 0

Et: / In(z — t)e~ ") dt = / In(u)e'du = e” In(x) + Ei(l, — x) + v + in.
0 0

On obtient donc aprés simplifications, pour la réductrice: ¢(x) = —2e *[Ei(1, — x) + i7].
e$

T Ei(1, — 2)[Ei(1, — x) + 2in]

Pour la mesure secondaire : u(x) , les moments d,, relatifs a p sont définis

n=oo

1
par d, = —wp42 et Z wnZ" = e

n=0 g nlz"

n

=0
On obtient dy = 1, d1 = 3, do = 13, d3 = 71, dg = 461, d5 = 3447, dg = 29093, . ..
+o00

Ainsi par exem Ie'/ et da =171
P Pl B, —2) B, —z) + 2im]
2 4n? 3 —3x [, ;12 m?
La formule [ ¢*(z)p(z)dz = ~ /P (z)dz donne [ e **[Ei(l, — z) +im|°dx = 9
I I I

- Cet exemple se généralise & une mesure p positive bornée sur I= |0, + oo telle que: p de classe €

sur I, décroissante a I'infini, de limite réelle en 0 et vérifiant p(t) =0 ()
o0

t
+oo
On obtient en reprenant le schéma du calcul de ¢ précédent : p(z) = 2 {p(OJF) In(z) + / In|z —t|p/(t)dt].
0
2
P i (2) = = sur ] = o0, + o]
- renons maintenant p(z) = sur | — oo, + 00l
P V2T
k=n—1 (271)'
On abiencg=1etpourtoutn>1: copy1 =0 cop = H (2k+1) = SR
k=0

[(x — )% +

L1 o —tpndt 1 [ e A T
oo = = [T = g e -
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t2
EAJte” 2 dt.
+o0
En passant a la limite, il vient: o(z _/ tlnjz —tle 2 2 dt.

— 2
V2me 2

Et la mesure secondaire s'écrit: u(x) = - — .
t

[/ thn|z —tle” 2dt| +e**

—0o0

J'ai testé sur MAPLE les moments de cette mesure.

Comme on le voit dans le programme suivant j'ai effectué une approche des plus élémentaires en définissant
les fonctions par des procédures d'évaluation en flottant, puis j'ai fait tourner une grossiére méthode des
rectangles. Les résultats sont stupéfiants!

[ > f:=proc(x)

local t,g;
g:=int(t*1ln(abs(x-t))*exp(-t*t/2),t=-infinity..infinity);g:=evalf(qg);

/= proc() ()
localz, g;
g =int(t*In(abs(x— 1)) *exp( —1/2%t72), t = —infinity .infinity );
g:=evalf (g)

end proc

[ > mmu:=proc(x)

local g;

g:=evalf (exp(- x*x/2)/(f(x)*f(x)+P1*P1*exp( -x*x)));

mmu = procéx) localg; g:=evalf (exp(—1/2*x"2)/(f(x)"2+ P1A2*exp( —x*2)) ) end proc  (2)
[>
> sumo:=proc(p,n)

local s, k;

s:=0;for k from -p to p do s:=s+(10*k/p) “n*mmu(10*k/p);od;evalf(sqrt(2*

Pi))*lo*s/g;end;

sumo = proc( p, n 3)
locals, ;
s:=0;
for kfrom —ptopdo
s=s+ (10*k/p) n*mmu(10*k/p)
end do;
10 *evalf (sqrt(2*Pi) ) *s/p
end proc
>
> for i from 0 to 7 do print(d[2*i],sumo(100,2*i));od;
d;, 0.9999999982 4)

d,, 1.999999998
d,,9.999999992
dg, 73.99999998
dg, 705.9999997

d,,, 8161.999994

d,,, 1.104100000 103

122

d, ,, 1.708394000 10°

14>
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n=oo
Les véritables valeurs obtenues par inversion de la série formelle Z cnz™ =14 22 + 32 + 152 +
n=0
1052° + ... sont:
do=1,dy=2,dy =10, dg = 74, dg = 706, d1g = 8162, d12 = 110410, d14 = 1708394.
Ces moments interviennent dans le dénombrement des diagrammes de Feynman.

+0oo 47T2 +oo
De méme si on teste la formule / o (z)p(x)dz = 3/ p(x)dz.
oo [ [Hos =t? - TV 67
Le calcul théorique donne: / </ tln|z —t|e 2 dt> dz = :
[e.e] —00 9

La encore le calcul approché est édifiant:

[ > f:=proc(x)
local t,g;
g:=int(t*1ln(abs(x-t))*exp(-t*t/2),t=-infinity..infinity);g:=evalf(g);
end;
proc(x) (1)
locals, g;
g=int(t*In(abs(x —t) ) *exp( —t*t*1/2),t= —infinity ..infinity );
g=evalf(g)
|_end proc

>
[>
> sumo:=proc(p)
local s,k;
s:=0;for k from -p to p do s:=s+evalf(exp(-(1/2)*(10*k/p)"~2))*£f(10*k/p)*
£(10*k/p);od;10*s/p;end;
proc(p) ()
locals, &;
s :=0;
for kfrom —ptopdo
s:=s5+ evalf (exp(—=50*k"2/p*2) ) *f£(10*k/p) *f£ (10 *k/p)

end do;

10*s/p
|_end proc
>
[>
[ > int(exp(-3*t*t/2),t=-infinity..infinity);

VIVIVE (3)

[ > evalf(sqrt(6)*Pi*Pi*sqrt(Pi)/9);
L 4761105418 (4)
[ > sumo(100);
L 4761105415 (5)

L. A propos des nombres triangulaires harmoniques de Leibniz.

g 1 1
On rappelle leur génération: a(, 1) = — ; G(nk) = Gn-1k-1) — nk-1) } Unk) = 57
n nC,—;
k=n 1 k=n—1 1
La somme des éléments d'une ligne d'ordre n est donnée par: s, = Z A(nk) = — Z -
= i

k=n
Elle est reliée aux coefficients du bindme par la formule: s, = Z(—l)kHC’,’fsk. (R).
k=1
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gy = | 1] 2 3 | 4]5
!
1 1
1] 1
9 B
21 2
Voici un tableau des premiéres valeurs: 111 1
3 i I
316 |3
111 (1|1
4 =] =1 =
4112112 4
5 111 (1111
51201301]20]|5
1 1 2 8 13 151 32 83 73
si=1,s0=1,83==, 84==,S5=-—,8==-——,87T=—,88=——,8 = ——, S10 = ——-
1 5 92 y 93 67 4 37 5 157 6 30’ 7 4207 8 1057 9 3151 10 315

On va voir que ces derniers coefficients interviennent dans la mesure secondaire u(x) relative a celle de
densité p(x) = e % sur ]0; 00|

La base orthonormale canonique pour I’espace Z£%(]0; +oo[,e™*) est celle des polyndmes de Laguerre
k

. t dn
définis par L, (z) = % dx” x"e™ ") ZC”C kx

Les ponnémes secondaires Qn = T(L ) sont donc définis par:

k i=k—1
ZC’“ " ZC’“

> (k—1-d)a’
=0
Calculons Ies coefficients de Fourler de la réductrice ¢ relative a p dans cette base.
Pour tout entier n: o, =< ¢ | L, >,=<T(p) | T(Lyp) >,=< = ] Qn>u=<Qn | 1>,
n

| = = (= 1)l
Puisque < 2* | 1 >,=¢; = !, il vient donc: o, = Z(—l) Cy Z T
k=1 =0
i=k—1 Ny i=k—1
(k—1-=4)d 1 1
or y miodtit 1Nl
|
i=0 i K i=0 Clim1

k=n
On en déduit: a;, = Z(—l)kCﬁsk = —sp, d'aprés (R).

k=1

n=+4oo
On a donc p(z) = — Z $nLy(z) dans I'espace £2(]0; +oo[,e2).

n=1

+00 n=-+oo
Ceci nous donne en évaluant le carré de la norme: / O’ (z)e "dx = g s2.
0

Cette intégrale a ete evaluee précédemment grice a la formule maintenant classique pour le lecteur:

/ 2(x)p(z)de = / x)dx. On en déduit la somme des carrés des termes s, plus précisément :

n=-o00

lells = Z 5

+00 n=-+4o00 1 k=n—1 1 2 4 9
: - 12 —3x _ 4T

n=1

Remarquons que ces sommes des nombres harmoniques de Leibniz interviennent également dans les
moments de cette méme réductrice ¢ pour la mesure p.
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“+o00
On sait en effet que o, = / o(x)x"p(x)dr = Z ClCn—1—k-
0 k=0
k=n—1 nl k=n—1 1
Puisque ici ¢, = n!, le calcul se résume a o, = Z Elln—1—-k)! = o Z oF 1 =nls,.
k=0 k=0 n—

Voici d'autres applications intéressantes de la décomposition de la réductrice.
Rappelons que pour une fonction f de .#2(]0; +oo[,e~%), on a la formule de réduction:

<@l f2p=< LIT() 2p=< 1| T() >,

Si on connait les coefficients de Fourier de f dans la base des polyndmes de Laguerre, les deux décompositions :
n=-+oo

p(r) =-— Z $nLn(z)

n=-+o0o

flz) = Z U Lin ()
n=0
Bl A () R (GO JP
/0 /0 e P Ydady = ; Uy Sp.

permettent de traduire le produit scalaire précédent en:

y—x
n=-+00 a™
Par exemple pour la décomposition classique: f(z) = e** = 7;] s 1)n+1L (), a>0,
too  ptoo n—ay _ e e —azx n=+00 s a n
e " Vdrdy = — n :
o == % 2 (55
n=1
En posant z = ey on obtient aprés simplifications |'égalité:
o
Y x
400 400 \—TuZod _ o~ Yaz—1 n=+o0
e Tez e Yez
/ / dedy = (2 —1) Z sp2".
0 0 y—r o=
= —In(t
Enfin le changement de variable v n(t) nous conduit a:
y = —In(s

+oo JrOOSlz_tlZ o= o 1 o
/ / ( ————dtds = (2 — 1) Z sp2". En particulier pour z = 5 onarrive a:

t) n=1
400 ptoo . 1 n=+00 1 1 k=n—1 1
( ) n=1 " =0 Cn
n=+o0o0
La décomposition In(x) = —yLg(x) — Z — L, (x) conduit par le méme processus a la formule :
n
+ + n=+o0
/ OO/ oo h]_(y) - ll’l(x) e,x,ydxdy _ Z Sj
0 0 y—r 1
n—oo 12
n! 2wv/3
Sur le calcul de la somme infinie Z ()" _ v3 .
(2n + 1)! 9
4 2
C'est encore une belle application de la formule /@Q(x)p(x)dx = % p*(z)dz (F)
I I

2

e 2
Nous considérons ici la mesure de Gauss étudiée précédemment: p(z) = .

V2T

2
+0o0 —t
On a déja explicité la réductrice ¢(z) = — tln\:c —tle 2 dt.
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Les polynémes orthogonaux sont ceux classiques d'Hermite et peuvent étre explicités facilement, par exemple
a partir de ceux de Laguerre.

On en déduit comme on la déja fait plusieurs fois précédemment la forme des polyndmes secondaires @Q,, et
par suite les coefficients de Fourier de la réductrice a, =< H,, | ¢ >,=< Qy | p >.

Les calculs conduisent aprés simplifications a:

aop = 0
n!
a = (-t
et = ) )
La formule (F) nous donne alors:

n=00 12 2 oo 322
Z (n)*  4r* e 2 _27mV3

= dx =
3
— (2n+1)! 3 Joso (V2r) 9
Le carré de la norme de la réductrice se traduit également:

oo Foo =2 \? —a? w2\/61
/ / tlnjz —tle 2 dt | e 2 doz = :
—00 —00o / 9 , . ,
Un calcul approché avec MAPLE par une banale méthode des rectangles confirme nettement ce résultat

théorique.
Le fichier MAPLE suivant résume ces opérations.




