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Accro au produit scalaire.

Fin Juin 2007. Malgré tous mes efforts je n'arrive pas aodéer de ces calculs qui
m’obsédent. Je continue donc a faire fonctionner madte de réduction sur des exemples
divers en espérant que va surgir encore quelque belle. Vigetss, je n'avais pas pensé a
utiliser la fonction génératrice des polynbmes orthagarpour évaluer les coefficients de
Fourier. Bon cela donne quelques formules marrantespians. J'ai toujours mon vieux
cahier a couverture rouge ou j'avais listé il y a vingttams nombre de fonctions
décomposées dans la base des polyndmes de Laguerre.itlynavpar exemple faisant

n=oco n

intervenir la fonction de Bessek?J, (2/gx) = Z% L,(X) .
n=0 'k
Il en sort une formule tout aussi bizarrgiqn :qu(—l)””iq” , qui me lance sur la
= n n!

n=oco
piste de la fonctiorx — zil X" que je baptise naturellement ‘fonction exponelatiel

n=1 It
1

— sommes des lignes du
C
n-1

. o Lo .- 1Rt
harmonique de Leibniz’ en référence aux coeffigent=— z
n =

triangle étudié par cet illustre maitre.

A partir de la je vais de surprise en surprisgpgtarait de plus en plus criante une dualité

: R S| o 2

profonde entre les nombres harmoniques classmueszE et les nombre§s, = ) —
k=1 k=1

dont jignore s’ils ont une appellation normalisiegue je nommerais ici nombres
‘géoharmoniques’.

J'obtiens donc de ‘belles formules’ dont je nes Shielles sont connues a ce jour. Je suis
cependant étonné de voir que I'encyclopédie ereldgs suites entieres ne fait pas mention
d’un lien évident entre les deux suites répertsrgeet G, .

Si je vous ai un peu intrigué prenez donc le chamipeu tortueux qui m’a conduit vers de
singuliéres égalités. (L'essentiel du dénouemebtide en fait au paragraphe 3). Je suis
certain que vous ne regretterez pas vos efforts.



MYSTERIEUX TRIANGLE DE LEIBNIZ

1. Utilisation des fonctions génératrices.

La connaissance conjointe d’'une fonction génératrice lpsysolynédmes d’une suite
orthonormale ni— P, pour la densité et des coefficients de Fourier de la réductricep gar

rapport a celle-ci permet d’obtenir quelques formules inténgss.
n=oco
En effet deG(x,t) = Z)\nPn(x)t” , valable sur un voisinage de l'origine, on déduit

j¢(x)G(x,t)p(x)dx: io)\ncn(q))t” (F). Voici quelques applications numeériques.
| n=0

X
2

1.1.Pour la mesure de Gaug&x) = 32_ SUrR.
I

. . —2 -
On rappelle que la réductrice est définie =——| tinx—-te?2dt.
ppelle q pe) = [ tinj—t
Les polyndmes d’Hermite sont donnés par la fonagiénératrice :

n

G(x,t)zeﬁ“’tzz H (D" —><t

|
Les coefficients de Fourier dg sont explicités parC,,,,(9) = (—1)”*1L pour un

(2n+1)!

indice impair et sont nuls pour un rang pair.

L’application de la formule (F) nous donne alors :

o I(\/_t)2n+l
(2n+

e @ 4= Z( 1)

—|\/_><erf(\/_)><e 2

R

Le programme MAPLE ci-dessous confirme numériquemen

>phi g: =proc(x)
| ocal t,s;
s:=evalf(int(t*In(abs(x-t))*exp(-t*t/2),t=-
infinity..infinity));end;
phig :=proc(x)
localt, s;
s :=evalf(int (txIn(abgx — t) )xexp(-1/2xt"2),t = -0 .. o))
end proc



>suno: =proc(t)
| ocal k,s;
s:=0;for k fromO to 200 do s:=s+eval f (phi g(-10+k/ 10)*exp(-(t-
(-10+k/10)/sqgrt(2))"2)); od;s:=eval f(s/(10*Pi)); end;
sumc :=proc(t)
localk, s;
s:=0;
for kfrom O to 200do
s :=s+evali phig(—10+ 1/10xk)xexp(—(t — (-10+ 1/10<k)/sqr{ 2))* 2)
end d¢;
s :=evalf /10xs/n)

end proc

>gof : =proc(t)

| ocal n,s;

s:=0;for n fromO to 30 do s:=eval f(s+(-

DA(n+l)*n!*(sqgrt(2)*t)~(2*n+1l)/ (2*n+1)!); od; end;
gof :=proc(t)

localn, s;
s:=0; end dc
for nfrom O to 30do end proc

s:=evalf(s+ (-1)"(n + 1)xn!x(sqri{ 2)xt)*(2xn + 1)/(2xn + 1)!)

>foc:=proc(t)

| ocal s, n;

s: =sun( (-

1) A(n+l) *nl*(sqrt (2) *t)~(2*n+1)/ (2*n+1) !, n=0..infinity); end;
foc :=proc(t)
locals, n;

s:=sum((-1)M(n + 1)xn!x(sqri 2xt)N(2xn + 1)/(2xn+ 1), n=0..)

end proc

2

>sinplify(foc(t));

-1/ [—1 + erf{WD csgr(t) [_?j

>z.=t->sqrt(Pi)*erf(t*l1/sqrt(2))*exp(-t*t/2)*I;
. tIJ (-1/2t2)
z:=t - /merl — | @ I

2
>eval f(z(0.3)); -0.411762332
>eval f(foc(0.3)); -0.411762332-0.1
>suno( 0. 3); -0.411762331
>eval f(z(0.7)); -0.843052127
>eval f(foc(0.7)); -0.843052127- 0.1
>suno(0.7); -0.843052126

>



1.2Pour la densitg(x) =e ™ sur [0,+co] . La réductrice esp(x) = -2 *[Ei(L,—X) +iTT .]

Les polyndmes de Laguerre définis pa(x) ——XI jnn (x"e™) = 20: (-~ X?T peuvent étre
-xt
généres par G(x,t) = fl__tt = ::: L,(X)t" . Les coefficients de Fourier de par rapport a ce
1t 1
systeme sont donnés paC;(¢) = -s, =—— 2 gk

L'application de la formule (F) nous donne ici . UPO< p<2

Sp_l —_ t p-1

oIn(t) - In(s)

o o ax= dids=>-(-1)"s,(p-1)'

1.3 Pour la mesure de Lebesgue de densité congiéxte 1 sur [0, 1], la réductrice est
définie pard(x) = 2|n(1i) .
- X

N2n+ d‘”)

n!

Les polyn6mes de Legendre sont obtenus pafx) = ( "(L-x)") mais peuvent

étre aussi générés palx,t) = P,(x)xt"

Ja- 2t) +8tx _z\/2n+1

Les coefficients de Fourier d par rapport a ce systeme orthonormal sont nuls gou

-24/4n+3

indice pair et pour un rang impair sont donnés =
p p g 1imp ®@ar, (o) @n+1)(n+1)

Aprés simplifications et calculs annexes, la foren{H) se traduit alors ici : POM<E

1-x
O™ na-4) o2 ey

j\/(1 afrex 2 -2 ZEne)meD

(E9)

>phi g: =proc(t)
| ocal x,s;
s:=eval f(int(In((1-x)/x)/((1-2*t)"2+48*t*x)"(1/2),x=0..1)); end,;
phig :=proc(t)
localx, s;
s:=evalf(int (In((1 — x)/x)/((1 - 2xt)"2 + 8xtxx)"(1/2),x=0..1))
end proc

>suno: =proc(t)
| ocal n,s;
s:=eval f (sunm((2*t)"(2*n+1)/ ((2*n+1)*(n+1)),n=0..infinity));end
sumc :=proc(t)
localn, s;
s:=evalflsum((2xt)"(2xn + 1)/((2xn + 1)x(n+1)),n=0..00))
end proc



>z:=t->In(1-4*t*t)/(2*t) +I n(abs((1+2*t)/(1-2*1)));

1In(1- 4t?) 2t+1
St +In(1_2tJ
>eval f (z(0.12345)); 0.249471730
>eval f (phig(0.12345));  0.249471731
>sunp(0. 12345) ; 0.249471731

Remarquons gu’en intégrant (Eg) par rappdrsar I'intervalle [O,%] , on obtient par Fubini

I'expression : .[Olln(1+\/_)ln(——1)dx 2In(2)_i

Su:=int (((1-2*%t)"248*t*x)N(-1/2),1);
u ;:j{|n((_2+4X+4twZ +J1+4t2+(—4+8x)tJﬁ

p
>f::subs(t:1/2 u) subs(t =0, u);
=40 @ fax) a3 DI )
>f:=sinplify(f):
f:=;|n(x+ﬁ)—;|n(x)
>w =i nt (1n(1-4%672)/ (2*t) + n((12°1) / (1-2°1)) , 1=0.. 1/ 2);

___Tl
wi== . +In(2)

>Swwv. =int((1/2)*In(1+1/sqgrt(x))*In(1/x-1),x=0..1);
1

= J {1 2 )n(2-1) o

>eval f (W) ; 0.281913663 eval f (W) 0.281913663

En intégrant par rapporttaguelconque on généralise facilement. Toujours Bbﬁrz‘

et est égal a :

1% @)™ _[In(Zt) +1
4= @n+)(n+)> | 4

jln(l— 42 +:11(di log(4t?) —%) t |n[1+ th

1-2t

1
;j (-In(=1+2x+2t +,/1- 4t +4t2 + 8t x) +In(2) +In(x)) (In(x) - In(1 - x)) dx

:;In(t) In(—=(2t-1) (1 + 2t)) +;In(2) In(2t — 1)+}In(1+ 2t)In(2) —i

1 1\ 1./ 1+2t 1+2t
+Zdllog(4t ) In( 2t_1J+2|n( 2,[_1}+|n( 2t — 1Jt =1 In(Z)T[




1 ) L. )
Pourt :ﬁ on obtient une somme de série classique :

= 1
= 2"(2n+D(n+1)?

= VBIn(3+2v/2) - 4In(2) + (In(2))’ -%

2. Autres exemples de calculs de coefficients de Fourier

2.1.Densités de Laguerre associées.
o —X

MNa+1)

Rappelons que ces densités sont définiedGtiro] par p(x) = aveca > -1.

Moa+n+1) _
MNa+1) ﬂ(a K

Les moments de sont égaux ac, =

La réductrice est donnée par :

2 .[mt"‘l(a ~tx)e™*InfL-{dt

d(x) = 2x% —x[.[ t™*"e'dt —cospml (-a)] = Fa+1)10

Un systéme orthonormal est donné par les polynatitgesle Laguerre associés, définis par :

P (x) = \/F(a+n+1)r(0(+1) ZC( g X

F(O(+k+1)

On en déduit les polynbmes secondaires, définisegaéix moments de la densité, par :

_[Fa+n+)r(a+1) & Cr(-pF &
Qn(X)_\/ n! er(a+k+1) ch lq

Il suffit alors d’écrire :C,(¢) =< /P, >,=<1/Q, >, . Apres simplifications on obtient :

_ [Fla+n+hr+) 1 0w /S r@+k-gr(a+g+l)
C”(q))_\/ [l (a+1)]? kZ:;C”( & (qzz(; Mo+k+1) )

q=k-1

Par exemple poun =1 on obtientC, (¢) = «/n+1ZC (-1 (z -

k=1 q=0 k+1
Cf 8
de la norme dep donneZ(n+1)[ > (D qﬂ 2=
1<ksn Ck+1 81

0<qg<k-1

) Le calcul du carré



2.2. Mesures de Jacobi.

On considére la densif@(x) = (a+1)x® sur [0, 1]. (avea > -1).

La réductrice est définie panx) =2(a+1)[ LIV LerchPh{x,,-a)].
tan@r)

On obtient directement un systeme orthogonal portaule de Rodrigues, soit

d® kr(a+n+k+1) y
X2 X" (1- X . Sion les norme, il vient :
(A" = 2( e R
P (X) = a+2 "Z ,'fr(a+n+k+1)xk.
P MNa+k+1)

Les moments de étant égaux &, =

\/a+2n+1z

+1 Ly " .
, on en déduit les polyn6mes secondaires pour
n

c r(a+n+k+1)“z":‘l

(-1'c Ma+k+1l) =

P, soitQ,(x) =

q .
-q-1X"

Ceci nous donne enfin les coefficientsqlgar rapport au,, par :

C.(9) =<9/P, > =<1/Q, >,. Apres simplifications on arrive a :

(a+1)2 \/a+2n+

1) Ckr(a+n+k+1)“i‘l 1

C.(d)= £ Ma+k+1) 4 (a+l+qg)a+k-q)

Dans le cas patrticulier de la mesure de Lebesgaf)( on obtient une écriture condensée ou
k=n

1
apparaissent les nombres harmonighgs Z—
k= l

Plus précisément C, (¢) = 2«/2n+12( D CiCri kH:1

k=1

0 sinestpair
obtenue dans ce cas particulier au chapitre 4; €bd) =1 4y2n+1

———— sinestimpair
n(n+1)

on retrouve une relation entre les nombres harmesigt les coefficients du binbme que I'on
avait obtenu a I'époque par la formule de covaganc

0sin pair
n( N ON®: k
= " n+|‘k+1

n(n+1)

si nimpair




2.3.Mesure de Lebesgue.

Rappelons que les coefficients de Fourier d(ordre imparedfonctionf par rapport aux
systéme des polyndmes de Legendre se calculent :
v4an+3

Cars(1) ==y o T X=X e

On en déduit par produit scalaire et application de la megsuréduction :

] lﬁwdx"yﬂf nES ()

__P
<o/ f>=<Z/T(f)> = _ vy Y
¢ M (022, o (2n+1)(n+1)

1f(Y) f(X) 4n+3 2n+1 2n+1
j j dxdy= ,Z;(Zn+1)'(2n+1)(n+1) j f @D (x)[x(L- X)]*"*dx (Form)

On a déja fait fonctionner au chapitre 4 cette fdenpour f (x) = x*, et obtenu des résultats
numérigues intéressants. Voici une autre applioatio

Pour f(xX) =€*. En décomposant 'exponentielle en série engégar application des
intégrales Eulériennes on obtient avec MAPLE :

j e x> (L— x)*"dx = (2n +1)!\/e.n.BesseI(2n+g,1) avec la fonction de Bessel modifiée

1
de premier ordre définie pdessel(v, X — — = (®)*= J
p paBessel(v,x) = ( );)k,r(wkﬂ)(z) =(-0)" 3, (%)

On en déduit par application de (Form) :

101 — 4n+3 31
dxd 2+ emn —Bessel 2n+—,—
A (XS TX i e

Or cette intégrale peut s’évaluer plus facilementiécomposant directement I'exponentielle
en série entiere. On a alors 'égalité des deursér

>S5

= H
=1 (n+1)!

\/_ZW Bessel(2n +

N w

1, _
)=

Gréace a la décomposition de la fonction de BesssEee entiere on peut se ramener a une
série double ce qui nous donne enfin :

n=ook=co =0
Bn+6)(2n+k +2)! < H,
ex =
Ve ;;)k!(n+1)(2n+1)4"(4n+2k+4)! = (n+1)!

Voici I'étude MAPLE.



> n]:=int(x*"n*x*p*(1l-x)"p,x=0..1);
c T(p~+1)T(n+p-+1)
n T(2+n+2p~)

>sum(C[n]/n!, n=0..infinity);
4F(D~+1)Besse@+p~ ;) 4(1/2+p~)e(1/2)ﬁ

(3+2p~)

2
>g: =Doubl ei nt ((exp(y)-exp(x))/(y-x),x=0..1,y=0..1);
1

1
__ e-&
g.—JJ y—X dxdy
0v0

>eval f(g); 1.69496012+0.I
s:=sum(4*n+3)*Bessel | (2*n+3/2,1/2)/ ((n+1)*(2*n+1)),n=0..infin
ity);

(4n+3) Besseﬁz n +§ 1)

=3 22

= (n+1)(2n+1)

>eval f (2*sqrt (Pi *exp(1l))*s); 1.69496012
>
>g: :( a, X) -

>(x/ 2)Ma*sum((x/2)"M(2*n)/ (n! *GAMVA( a+n+1) ), n=0..infinity);
(2n)

1
IR O )
g:=(ax) ~ (ij nZ:%) nir(a+n+1)
s1: =sum( (4*n+3)*g(2*n+3/ 2, 1/ 2)/ ((n+1) *(2*n+1)), n=0..infinity);
-1 5731 1
s1i=5ggl4 hypergeo'ﬁ[ ] [6’ & 2} 432)

(72hypergeorﬂ;, 1, 1} B 2} 116j +hypergeorﬂ§, 2, 2} B 3} 116D/ﬁ

> eval f(2*sqrt (Pi *exp(1))*sl); 1.69312782

>v:=sun(harnmonic(n)/(n+1)!,n=1..infinity);
< harmonidn)

>eval f(2*v); 1.69496012

>L:=proc()

>| ocal n,Kk,s;

>s5:=0; for n fromO to 20 do for k fromO to 20 do
S:=s+(4*n+3) *(2*n+k+2) !/ (k! *(n+1) *(2*n+1) *4"k* (4*n+2*k+4)!); od
;0d; s: =eval f (4*s*sqrt(exp(1l))); end,

>L(): 1.69496012

10



3. Coefficients de Fourier des séries entieres.

3.1 Formule de dualité scalaire

Rappelons que pour une mesure réductiblge réductrice associdée on peut écrire I'égalité

fondamentale < f /¢ > =<T (f)/1> —”wa(x)p(y)dxdy

Lorsquef est une série entiere, on peut évaluer cettermtgdouble directement a partir des
coefficients dé comme on I'a fait dans des exemples précédentgéBéralisant cela donne :

i 1= 23,7, A8 =50 (1) ey

Ainsi, sous réserve de vérifier correctement lamoitation de l'intégrale et la somme infinie,

fly) - ()
y-

on pourra écrire”I p(X)p(y)dxdy= Zan(f)c aveco, moment d’ordren de

n=1
k=n-1
la réductrice obtenue a partir des momentg ger o, = chcn_l_k .. Or en utilisant les
k=0
coefficients de Fourier respectifs et ¢ relativement a un systeme orthonoriéde

polynémes, la formule de réduction se traduit afnsl'égalité dite de dualité :

ni_o‘,ocn(dncn(f) = nzz_o‘jonan(f) (duale)

Examinons quelques applications de cette relatiotes densités les plus classiques.
Commencons par la densipéx) =e ™ sur [0+ dont un systeme orthonormé classique est

X k=n k
celui des polyndémes de Laguerlrg(x) = — "e™) = Cx(-D)" X?
k=0

La réductrice est(x) = —2e *[Ei(,—X) +iTt ]

Les coefficients de Fourier dig par rapport a ce systeme sont donnés par :

k=n-1
C.(¢)=-5s,= —% 1 . Le calcul des moments d’ordnale ¢ est tres facile :
k=0 n-1
k=n-1 k=n-1 k=n-1 1
0, = Y GGy = Zkl(n 1-K)!=(n— 1)I —=nls, .
k=0 k=0 Cn—]_

La formule de dualité s’écrit alors simplement: (:Zsn f™©) = —Z%Cn(f)
n=1

n=1

11



3.2. Exemples d’applications.

Etudions quelques séries que I'on sait décomposer dans lddsapelynémes de Laguerre.

e Pourf(x)=L;. f™(0)=C(-1)" pourn< j .On obtient alors :
n=j
S = (—1)“*10}”.5n . C’est la relation classique entre ces coeffisen
n=1

Nn=oo

+ Pour f(x) =™ aveca = 0.0n sait ques L (x) et f™()=(-a)"

:nz(a 1)n+l "

n=oco n

On en déduit I'égalité ::w -a)'s ==y —
g Z‘I( )"s, D @D

S, , déja obtenue dans I'étude sur le bord

gauche de la suite— s, .

e Pour f(x)=€e%J (2\/_x) avec J, fonction de Bessel de premiere espéce d'ordre O

( 1)n 2n
définie par :J,(x) == j cossin(0))de = 2 Y
On a facilement :f (x) :eqz( ?nl)n X’ :n:w%r; L. (x).

L’égalité de dualité se traduit alor< q :qu( 1)n+l S“ (sur tout le plan complexe)

:I:U)

3.3. Sur une fonction extraite du triangle harmonique de Ldiniz.

La formule précédente montre que la série er{uere exleil(x) = z " S, X"| que l'on pourrait
l

appeler exponentielle harmonique de Leibniz en hagaa I'étude de cet illustre maitre sur
les nombress, satisfait a la belle équation fonctionnelle :

f(—x) =-e*f(X)|(Ey) . Sous forme d'intégrale double, et &0, on pourra écrire :

+o Jo (24/tx) = 3, (24/sX)

t—¢

e "dtds

exlellix)——ej j

>s: =proc(n)
| ocal k, v;
y:=0;for k fromO to n-1 do y:=y+1/binom al (n-
1, k)od;y: =y/n; end,
s :=proc(n)
localk, y;
y:=0;forkfromOton-1doy :=y + 1/binomial(n — 1,k) end da y :=y/n
end proc

12



>int(Bessel J(0, 2*sqrt(x)) *exp(-p*x),x=0..infinity);

>f:=proc(x)
| ocal y,k;y:=0;for k from1 to 50 do
y: =eval f (y+x*"k*s(k)/k!); od; end;
f:=proc(x) localy, k; y :=0; for kta 50dic y := evalf(y + x"kxs(k)/k!) end d¢ end prox
>(g: =x->f (- x) +texp(-x)*f(x);
g:=x - f(-x) +& f(x)

>plot(f,-2..2);

>plot(g);

a8

Eal8

e

-0 k) & i 2 T 4 [ [] n

3.4. Exponentielle de Leibniz et sinus hyperbolique shé.

L'équation | f (-x) = —e 7 f (X)| (Eq) Vérifiée par la fonctioexleibsuggére naturellement le

changement de variablexleib(x) = e xu(x) . La vérification de (E) se résume alors a
remarquer que est impaire.

Il est donc naturel de s’intéresser au développémme série de cette fonctionUne rapide
étude avec MAPLE et grace a I'encyclopédie en lidge suites entiéres suggeére la formule :

n=co X2I’1+l
u(x) = .
) Z; 22" (2n +1)! (2n +1)

13



>s: =proc(n)
| ocal k, v;
y:=0;for k fromO to n-1 do y:=y+1/binom al (n-
1, k)od;y: =y/n; end,
s :=proc(n)
localk, y;
y:=0; forkfrom Oton-1doy :=y + J/binomial(n - 1,k) end dia y :=y/n
end proc

>exl| ei b: =proc(x)
| ocal y,k;y:=0;for k from1 to 50 do
y: =(y+x*k*s(k)/k!); od; end;
leib :=proc(x) local y, k; y :=0; for kta 50dic y :=y + x"kxs(k)/k! end dc« end pro
>u: =x->exl| ei b(x) *exp(-x/2);
u:=x - leib(x) & 2
>V =proc(x)
| ocal k,y;y:=0;for k fromO to 30 do
y: =y+x~(2*k+1) / (4"k*(2*k+1) ! *(2*k+1)); od; end;
v :=proc(x)
localk, y;
y :=0;
for kfrom 0 to 30doy :=y + x*(2xk + 1)/(4"kx(2xk + 1)!x(2xk + 1)) end do
end proc

>series(u(x), x=0,18);
1 3 5 7 9 11
X+ 7% T9600° 2257928 T 836075528 T 449622835200 T 3315764035584(

13 + 1 15
321374052679680000

1 17 18
* 306275631890890752800 " O )

X

>series(v(x), x=0, 18);
x+ix3+ ! X° + "+ o+ 1y L

72° T9600° T 2257928 T 836075520 449622835200 3315764035584

l3+ 1 15

321374052679680000

X +0O(x*%)

1 17
" 396275631890890752000

Pour la vérification rigoureuse de ce qui semble bien éakté on pourra se ramener a établir
n:ooSﬁ n=oco Xn n=oo X2n+l
[égalité : » x" = X .
g nZ:; n! éznn! ;4”(2n+1)!(2n+1)

Apres produit et simplification des termes, cela reviemtontrer que les nombres de leibniz

n+l
k=E(—=
)

2k+1
G

1
= , (E désignant la partie entiere

peuvent étre explicités par la formu

Je n’ai pas effectué directement cette vérificati@otique et j'ai préféré me lancer dans les
conséguences de cette égalité jusqu’a obtenir une formuddlepeut se justifier facilement

14



Il est facile en effet d’expliciter la fonctian par dérivation on obtient :

u'(x) -2%° ()2()2”” ESh(z)
- X 45 (2n+1)! X 2

. x2 .t
Commeu s’annule en 0 on peut alors écrugx) = J.O?sh(E)dt

La fonction exponentielle de Leibiz peut alors slé&cen utilisant la fonction sinus
L0

hyperboligue shiftée notée classiquemeshi(x) = IO "

On obtient donc I'expression: |exleil(x) = 2e28hi(§)

Remarquons alors que vu son expression ci-desstandtionexleibsatisfait de maniére
évidente a I'équation différentielle x[2f'(X) — f (X)] =2(e* - 1Ey).

Traduite sur les coefficients du développementéeie £ntiere, on en tire immédiatement une

génération simplifiée des termss, soit: s =1et n=>2 s :%[sn_l +E]
n

Or cette relation se vérifie trés facilement aipde la définition initiale des nombres

. . - . 1 k=n
triangulaires de Leibniz, soit a,,, :ﬁ; Qnp) = Hn-1p-1) ~ &np-nys Sh = Za(nyk)
k=1
Cela nous permet d’affirmer qesleibest bien solution de I'équationd)Elonc est du type

exlei(x) = 2e28hi(§) +\e?. La condition d’annulation en 0 done= 0. Nous en

N+l

k=E("2)

. , — 1 2 i
déduisons aussi en retour la validité de la forngjle — >, —°—.
2" & 2k+1

3.5. Transformée de Laplace de la fonction exponentielle deibniz.
Reprenons la résolution degfpar I'intermédiaire de la transformation de Laela

Si F(p) désigne la transformée dgx , delle def'(x )serapF(p) - f (0) = pF(p )La
transformé ded'(x )est donc—(pF(p))' =—(F(p) + pF'(p ))et celle dexf(x Jest—F'(p)

La traduction de (g s’écrit alors :(1-2p)F'(p) - 2F(p) = Z(pi_1 —%)

15



2

On en déduit que la transforméeeaddeibest du type F(p) = 1 In(1—£) + 1_)\ , avec

n=oo n

A constante. Or rappelons nous ageil(x) = z%% ; Sa transformée de Laplace peut
n=1

ST_S

donc s’obtenir plus directement pal (p) = o
n=1

De lim p®F(p)=s = 1on déduit alors que la constarkeest nulle. Ainsi on a I'égalité :
p_.+oo

n=e 2
exleibd BPESEL, F(p)= > —h =
(P= 2 =12

n(1--2).
p

3.6. Applications numériques diverses.

Rappelons qu’au chapitre 5 nous avions obtenuta parla formule de réduction appliquée a

Z XZ Nn=oo
la fonction x> e I'égalité —dxdy= s, (-D"™'z". PourlZ<1
j j °In(y) = In(x) Z; &
Cette égalité est valable pauvoisin de I'origine, tout comme celle donn&ifp) I'est dans

un voisinage de l'infini. La comparaison des deéries entieres nous donne alors I'égalité

;1 -1
-xP 2 1
fondamentale —J. IOW d)dy = 1- 2p In(l_—p)

-1 . . e
En posanta =— on obtient I'expression simplifiée : Poar> -1
p

J'J’ :2In(1+a)
OIn(y) In(x) y 2+a

Cette intégrale peut en fait étre calculée de mamiEmentaire en passant en coordonnées
polaires puis par les changements de variable ssifs¢an®) = x puisx=¢€™. On se

oo @Ot _ Bt
rameéne alors a des intégrales classiques dujt(}/p%t—eﬁdt =In(B) - In(a)

e eSS n_2In(1-X%)
Remarquons aussi I'égalité|:) sx =—————

2, <2 (FL) (Valable sur]-1, 1[)

2

On retrouve en particulier ici la relatids, ,, — s, = 1
n

n

Sion part maintenant de ce développement (FLgeuh poursuivre de maniere classigue et
en déduire d’autres sommes de séries.

16



En divisant pax puis par intégration il apparait suivant MAPLE :

S iﬂ = dilog(L- X) + dilog(2 - X) +In(1— X)In(2 - x)+i2

S5

Pourx=1: 3 iz%

. . en effetlim dilog(l-x) +In(1-x)In(2-x) = %
n=1 X-1

On pouvait en fait obtenir cette valeur a partirdde——=1s,_, en eélevant au carre et en
n

. ] SR 4 , s
utilisant le resultat anterleuz s, :Tnz. Remarquer aussi que cette génerationsfles
n=1

entraine de maniere evidenttm (s +s, +......+s, — 2In(n)) = 2y

Pourx:%: jn? = dilog(] )+ ('”(2)) ~In(2)In(3)

Pourx=-1: Y (_13:5” =dilog(3) +In(2)In(3)

Le calcul approché suggére que ces nombres soaséppUne explication simple vient de ce
gu I'on a vu au chapitre 5 sur le bord gauche dwiiigs,. Il s’agit simplement de la formule
d’Euler d’accélération d’'une série entiére alterr@e peut le retrouver d’'une maniere plus
générale en appliquant la formule de dualité atetionf définie par :

f=] L_10|t_|n(1 q)+zq L.(X)

Puisquef ™ (0) = [qu ><% , la formule de dualité nous donne alors la refatio

ié[i_j 52595 (Pour-12qs<1)

Remarquons la formule pratiquailog(3) =

Sur la fonction de Bessely.
Rappelons nous que le début de notre étude cotitckrfanction de Bessel, qui nous avait

donné une premiere expression intégrale de laimtxleid. En la reprenant il vient
naturellement :

+o Jo (24/tx) = 35 (24/sX)

e "Idtds= 2e2 Sh(—)
t—=¢

- e x exleil(x) = j j

17



Transformée de Laplace de la réductrice.

Rappelons la décompositiap(x) = —2 s,L.(x)

n=1

La transformée de Laplace du polynbme de Lag%r&ant%[l—%} , celle de la

A H . plage — S 1 n 2|n( p)

réductrice sera p(x) O B G(p) = ——pz% a--) o+l (cecid’'apres (FL) )
n=1

On en déduit vu I'expression de la réductrice aipae I'exponentielle intégrale :

Jo.

4. Liens entre les coefficientss, et les nombres harmoniques.

(p+1)x In(p)
[E @L—-Xx)+irje dx= 0+1

4.1. Expressions diverses des coefficienss.
Nous partons ici de la génération élémentaire aigt@ius haut :
s=1let

On=2 s, :%[sn_l +E] . On en deéduit facilement par réecurrence poue 1

'expression élégante , beaucoup plus agréable que la définition d’oggn

1k n-1 1
SPF— 2,

partir des inverses des coefficients binomiaux, - v
k=0

k=n

En introduisant le nombre harmonique d’ordrsoit H,, = il est clair que 'on peut

x|

k=1

aussi écrire la formule |s, = —

Rappelons nous alors de I'étude sur le bord gadeHa suites,. On a obtenu dans le
k=n

chapitre 5 la formule s, = =) Cx(-1)*s,
k=1

_ vk
= de].
- X

Remplagons alors dans cette égalité chagjuear ik[Hk + j

21 2- x)d

D’aprés la formule du blnomeZC( 1 J' —xd 2”~[ 1-x

or [ X> j”l_tdt_-

—2( Dici o

k=1

On en deéduit I'écriture dg, a partir des nombres harmoniquées

n+1

Rappelons aussi celle obtenue un peu plus k

NG

1
'2n—l

k=E("5)

2,

k=0

CZk+l
2k +1




4.2.Une formule intégrale sympathique.

Voici maintenant une formule intégrale amusante dédugesderessions dg, précedentes

et qui va nous permettre d’'établir de belles relationedes nombres harmoniques et les
coefficientsG, et de faire apparaitre naturellement bon nombre deBaclassiques

Nous supposons ici gdest une série entiére sur le plan complexéx) = 2 f (O) de
n=0

)

n+l °

transformée de Laplacg(p) = Z

n=0

1 21-x" ,
D'apréss, =—[H_+ dx] on peut écrire :
préss, =~ [H,+[ = —dx] onp
n=oo n=oo (n) g( ) g( )
5= 51708 = 35 H, [ Ak avecg( =310 0%

n=1 n=1

On a donc avec les notations ci-dessufx) = L F(i) - ()
X X

1 X 2
,9(2)—9(%) ,XF(Q-F () 5 _
Ainsi : j #dxzzj - X x:ZJ wdt . On en déduit :
1 1-Xx 1 xX@-X%) 1t(t-2)
S < () 22F (2) —tF (1)
(n) _
2 0% =2 Ho+ 2], t(t-2)

k=n ok
= 2? on obtient la forme plus symétrique :
k=1

Si on introduit la notation :G

n

2tF (t) - 2F (2) < £M(0)
=y o nZ S H, =G| (Sym)

Remarquons que dans le cas particulier de cetstd@(x) =e*, la connaissance de la
transformée de Laplad¢ede la série entiérfepermet de décomposer facilement celle-ci dans

la base des polyndmes de Laguerre. On sait enceféet, (x) O FPEF 1 1-—)"

1
(1-
p p

Si f(x)= ZC (f)L,(x), on aura alorpF(p) = ZC (f)(l——) Sion posez = 1——:

n=0 n=0

(n
G—I(O) et la

On en déduilG(2) —LF(—) ZC (f)z". Ainsi on obtientC, (f) =

n=0
formule de dualité prendra alors ici la forme :

n=oo . n:ooG(n) 0
s =-3 >

n=1 n=1
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4.3.Quelques applications numériques :

« Pour f(x) = exleil(x) onaf‘”)(O):% etF(t) = _22 In(1—:—L).On en déduit
d’aprés (Sym) zw [dllog(—) In(2) In(—= )] 2T[2
n=1
ATC S8, RG] |G H, _ 4,1 .. 3 3
O = = nodou: ) /" =—[—+dilog(=)-In(2)In(—=
ron connalts-=31," = 2 i, d'o nZI 7 ~3ls 9(;) ~In(2In()]
— A-0X (n) —_ n 1 —_ 1
e Pourf(x)=e™.Onaf™ (@) =(a)", F(t)= —etG() —_—
l+a- az
S < —a 2 (2+20
-a)"=> (=)"H, - In = :
n:lsn( ) n:1(2) " a+2 [2+0(j 0(+1n2;(0(+1 2n

On retrouve ainsi I'équivalence des deux dévelompamclassiques en série :

- . X :2|n(1—x) _ ZHan _In(1-%)
n=1 X—=2 n=1 x-1

n

a = tina-2
== F()=-1I{-2)

G (0)

G(2=-In(l-a+az ; pr

n

a G, = —Z 1 (i)“Gn . L'application de (Sym) nous donne maintenant :
~n2" n2" ‘a-1

ij%t = d||og( a) > . Oron avu plus haut :
n:l

n=oco n

S= z%% =dilog@l-a) +dilog(2-a)+In(l-a)In(2-a) +E . On obtient donc ici :

n=1

n=oo

amn H. =dilog-a)+dilog(2—a) —di Iog(22—_2:) +In(1-a)ln(2-a) +E (E)

Avec a=1 on retrouve la somme connIE :2’; :E (Coffman 1987).
n=1

Avec a=-1 il vient z( n)ZHn =dilog(3) —dilog(§)+ln(2)ln(3)

n=oo

H . . 4 1 3
n = —dilog(3) + dilog(=) + =In?(=
3 a 9(3) > (2)

n=1

:—(il)”. La formule de dualité nous donne :
na-
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. ., = ( . 1 ,,3
En additionnant avec le receder ” — ==In“(=
p g (3n o ) > (2)

2-2a

On peut choisia de fagon qu&—-a = . On obtienta=1+i

2-a

L'égalité (E) a été établi poarréel strictement inférieur a 2 mais par prolongemen
analytique s’étend sur le disque de convergenda skrie entiere en question.

nm
Nn=oo

Poura=1+i on obtient la belle égalité i+ iCatalan
= n(f BT

Remarquons qu'il existe une autre fagcon d’évalaesérie entiere de I’égalité (E).

H
On se rappelle le développement obtenu dans latohap: —lln @+ a) 2( nl+)l 1
n-0 a

1 L . 1
CommeH, =H,,, ——+1 on en deduit facilement, en posawt — :
n X

=00 n+l

2 )"t H”*l XM= In 1+ x)+z( )

n=0

X", Or pour|q <1 dilog(l+x)= z( 1r)]nxn

n=oo

Onadonc : § I_:l” X" :%In2(1+ X) + dilog(L+ X)

n=1

Sion posea =-2x dans I'égalité (E), on obtient I'expression :

% (-1
=1 N

H, =dilog+ 2x) + dilog(2 + 2x) — di Iog(llizxx) +In(1+ 2x)In(2 + 2x) + E

En égalant les deux quantités on obtient la forrfaddement vérifiable directement:

dilog@l+ 2x) —dilog(l+ x) + dilog(2 + 2x) — dllog(1+2X

)= —In @+ x) = In(1+ 2x)In(2 + 2x) —E

Remarquons que dans I'exemple précédent ou mt&riae:onstante de Catalan, la
comparaison des deux méthodes donne la relatiatafoentale :

1-i,_m .
dilog(—~ +—| 221y =T | icatalan
9( > )28
— 2
En simplifiant :dilog(1 I): ST _In"(2) +i(Catalan- T[_In(2))
2 96 8 8

>Di gits: =20; Digits :=20
>eval f(dilog((1-1)/2));
0.453985269150295583 0.643767332889268748

>eval f (5*Pi 22/ 96-1 n(2) "2/ 8+ *(Catal an-Pi *I n(2)/8));
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0.453985269150295583- 0.643767332889268748
On retrouve les relations obtenues au chapitre 8.
+ Pour f(x) = x", on retrouve la formuls, =

nn E
. Pourf(x):quO(z\/&).Onaf<”>(0):e%<(1r)]|q etF(t):%eQ(t)

q

2B gt= () -y -n(ah + £

MAPLE nous donan =2

S= Zf‘“)(O)s1 e"exlei(—q) = e“z( )

n=.

L'application de la formule nous conduit alors apsémplifications a :

exleil:(—q):n:_oo(_lr)llq s, = S (21) q H +e? [In(2) In(qf) - V+E(‘g)]

En particulier pourg =2 on obtient la formule condensée :

Sy g y=YrEEY 18D

= nl e et nnl

Plus généralement si on poge —2x, on obtient, en se souvenant que I'on a étabé paut
X

Iégalité : exleil(x) = 2e2Shi(x) , et en décomposant en série entiére, on obtient :

2k+l N=co n

o . o
Zo (2k +)(2k +1)! ,Z{n.n!H”Jre[E'(X) y—In(x)]

k=00 k

Or Ei(X) —y—In(x) = Zﬁ On obtient donc aprés simplifications le dévekmpent :
k=1 KK

n=oo noo( n+ln

"=y

nln! “ nnI

(Formule due a Gosper, d’aprés mathworld : artiéemonic numbers’)
k=n 1 k=n 2k .
La dualité entre les coefficients, = ZE et G, = z? gue l'on pourrait appeler nombres
k=1 k=1
‘géoharmoniques’, évidente dans les exemples pe@tg@st encore renforcée si on compare
la formule de Gosper avec celle obtenue en revenadéveloppement en série de la fonction

exleil(x) = 2e28hi(§) . On obtient en effet :
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§:Cn0 =g S U DX

= n = n.nl

(Avec nos notations internes , ce n'est autre gderiction x — exleib(2x) )

En utilisant la réductricé(x) = -2e[Ei(L,—x) +i1t $n peut écrire : Powrstrictement positif

S Mo =800 4 ng ey -imer S Cox = g9 -0 - 2im

prl n=1

Avec la fonction exponentielle intégrale on peéttire : Pouk strictement positif.

=00 oo

z nx" = [Ei(l, X) +In(X) + V] z —x" =e[Ei(L, X) - Ei(,-x) —im]

>phi:=x->-2*exp(-x)*(E (1, -x)+l*Pi);
0:=x - —2& 7 (Ei(L ~x)+7l)
>hl: =x->-phi (-x)/2+exp(x)* (I n(x) +ganma-| *Pi ) ;
hl:=x - —%(p(—x)+ef‘(ln(x)+y—nl)
>h2: =x->exp(x) *(Ei (1, x) +l n(x) +ganma) ;
h2:=x - & (Ei(1, x) +In(x) +vy)
>gl: =x->exp(x)/ 2*(exp(x)*phi (x)-exp(-x)*phi (-x)-2*1*Pi);
gl::x—>;e‘(e‘(p(x)—e(_x)(p(—x)—ZI )
>g2:=x->exp(xX)*(E (1, x)-E (1,-x)-1*Pi);
02 :=x - & (Ei(1, x) - Ei(1, -x) —1l)
>series(hl(x),x=0,7);
25 , 137 5 4 49

3, E 23 6 7
X+ X0 F 30X+ ogeX! 2000 H1ag00¢ T OX)

>series(h2(x), x=0,7);

3,,11,,25 , 137 o 49 ,
X+ X+ 36X T 288X T 7200° T1a200¢ T OX)

>series(gl(x),x=0,7);
10 4 32 26
2 3474 54
2X+2Xx°+ g X +9x 225X 675x +0O(x")

>series(g2(x),x=0,7);
10 4 32 26
2 3474 54
2X+2Xx°+ g X +9x 255X 675x +0O(x")
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Onaf™(0)= H, et la transformée de Laplace €tp) = '}IJ
1
oo : In(1--)
Si on se rappelle H, x" :Inil_x), il vient F(t) = 21—2?
n=1 - -

=g QO 2y
L t(t-2)

3 -

In(3)|n(2) +2In2(2) —gdi |og(§)

C'est-a-dire ici u = 2 jn” (H,-G,).

n=1

Or nous avons évalué précédemment la somm{

E2G,H,
Lt g

n+l *

n=co

Or notre formule sympathique nous dit que cettégrdle vaut u = 2

n=1

_4m 3
5[€+dllog(§)

On en déduit donc apres simplifications et gréch'el@g(%) + dilog(:—z3

n=oo H 2
= 4

—[In(2)|n( ) di Iog(—)] +%

Voici la vérification MAPLE :

on(1-11
>F=t->2%1n(1-1/ (2*t))/ (1-2*t); Fi=t - — >~ <'/

11

1-2t

>ur=2%int ((t*F(t)-2*F(2))/(t*(t-2)),t=1..2);
u :=§In(3)2 —gln(B) In(2) + 2In (2 —gdilog(g

>v:=(4/3)*(Pi~2/ 6+di | og(3/2)-| n(2)*In(3/2));

21

V= +3d|Iog(3J ;"In(Z) In@}

>w. =sinpli fy(u+v)'

9

t

2

‘duale harmonique’ dexleil(x)

£ ()

n

(H,-G,)

__ 1,52,
=i’

2

w—fln(3)2 4In(3)|n(2)+ On(2y2 - duog@+2“+gdnog@

>s:=0;for i from1l to 20 do
s: =eval f (s+harnonic(i)”2/ (47 )); od;

9

et MAPLE nous donne :

-In(2IC)]
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=0 £:=0.250000000 < :=0.390625000 s :=0.443142361 < := 0.460096571
'=0.465187988 s := 0.466653442 < :=0.467063776 s :=0.467176489
'=0.467207018 s :=0.467215199 5 :=0.467217374 s :=0.467217948
'=0.467218098 s :=0.467218138<:=0.467218148 s :=0.467218151
'=0.467218151 s :=0.467218152 < :=0.467218152 s :=0.467218152

eval f (w); 0.467218152

V x tn :n ;n n

Remarquons les deux décompositions dans la base des polyié iresguerre ou intervient la
réductrice :

n=co

~0(3+26"IN00 +y+ ] = 300 et (609 ==Y 2L,

n=1

X

S
e -1

. Pourf(x):j(: ot dt. Onaf‘”)(O):% etF(t):_Tlln(1+%)

L’application avec MAPLE de la formule nous donne

>

= (-a)" . 2+2a
H -G, =-dilo
2o (Ha =G = ~dilog( 25

On retrouve le méme résultat que dans un exempéEgdent.

4.4.Une expression originale des nombress .

Sion demande & MAPLE d'évalu&, =2"s, = kiz?k il nous renvoie un surprenant
résultat ou intervient la fonctidrerchPhi Ceci gclaxplique si on regarde la relation de
récurrence vérifiee par la suite— v, = LerchPhi(2Ln , spit : 2v,,, -V, :?
Rappelons que LerchPhi est la fonction définie pgurl par :

k

k=c0
LerchPhiza,v) = 2 et étendue par prolongement analytique au plarp&xe.
k=0

v+Kk)?

1 (o —21mn+22"
>sum(2°k/ k, k=1..n); = 2" LerchPh{2 1 n)+ =0

>sinplify(LerchPhi(2,1,n+1)-LerchPhi(2,1,n));
_1lerchPh(2,1,n)n+1

2 n

g b L. - . =i . 1
On en déduit I'étonnante écriture du coefficisnt soit :|s SNl LerchPhi(21,n) +E

n 2n

. . P In(1-x
On montre alors facilement en utilisant la decornitmos z%x” = ZM
X_

n=1

I'égalité :

=}

" LerchPhi(21, nyx" = XINAL=X) = 2T
=1 2_ X

n
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Les formules établies pour la suite desse traduisent alors :
=2 LerchPhi(2Ln) _ —-10

lim ZLerchPhl(Z,l k) +In(n) =-y-im >’ . —imin(2)
n-o n=1
" LerchPh? (21,n) =- 2 4 2Ain(2)
n=1 9 3
4.5.Résumé des principales formules ‘duales’.
= 1 k=n 2k
Nombresharmoniques H, = ZE Nombres géoharmoniques’G, = o
— k=1
- H X" = In(1-x) ZGan _ In(1-2x)
n=1 X_l n=1 X_l
) = Lin?@-x) + dilogi-x) ZG—X = Lin? (- x) + dilog@- x) + dilogE—2%)
oo 2 = n 2 1-x

”:°°mxn_exjx1—e‘t gt = Z( DX ZG” oo € e -¢e' Z[1+( H™x"

=L ot = nn = N n.n!
=H? 21 8 &G, _ AT

L =——+—[In(2)In dilog(= n -0
2= 2in(2)in(3) - dilog()] > =
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