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Une halte salutaire.

Au mois de décembre 2006 il me sembla que javais suffisatnavancé pour écrire une
synthése claire de mes travaux tout en gardant en teachemin de recherche suivi.

Je me lancgais donc dans un dur travail de mise en f@nmpensant naivement que ce projet
descriptif assez original pouvait intéresser un éditeur.

Hélas les refus courtois de Belin, Ellipses et autrasana me ramenérent a une dure réalité.

Gréace au WEB je tombais sur un article passionnant deClaade Allouche, professeur au
CNRS, concernant la recherche expérimentale en matigues. Les idées développées
allaient exactement dans le sens du message que je toanginettre par mes écrits. Je lui
envoyais un MAIL et il me répondit aussitot et avecé@xie gentillesse sur ce délicat
probléme d’étre édité. Sa réponse m'aida a surmontefus de Harmattan et a clore ma
guéte éditoriale.

Débarrassé de ce poids je repris donc le chemin de nexchehinterrompu pendant quatre
mois. Aprés avoir éludé avec succes le probleme des memaendaires successives ( étude
détaillée dans la section ‘compléments’ de ce siéa@hg tournai naturellement vers celui
inversé de la recherche de densités conduisant & une reesanglaire donnée. Des le début
de mon étude javais trouvé deux conditions suffisantsmées sous forme d’équations
intégrales mais je n'avais pas poussé plus loin les igetistis. L'introduction de la
normalisation pour construire les densités secondaiceessives me conduit alors a
rechercher les mesures admettant une méme densit@lageanormalisée. En commencgant
par étudier le cas de mesures symétriques, je ramenaubegaieations a une seule, et
commencais une étude MAPLE de I'existence des solutionta 4rande surprise
apparaissaient des courbes constantes sur un palier, n@ntitoute une famille de densités
‘équinormalisées’. Je pensais encore expliquer ce faltipi@rmédiaire des moments, mais
l'intuition était forte que la rupture du palier venaitidé apparition soudaine de résidus et
gue la clef était plus du c6té des fonctions analytiqudsctisfement comme on va le voir
dans ce qui suit, tout s’explique par cette voie en rextemacouplage des transformées de
Stieltjes.

Apparatit alors a partir d'une denspé&lonnée, une homotopte— p, de densités admettant

toutes la méme mesure secondaire normalisée lotstgezit 10,1]. Il est remarquable que les
polyndbmes orthonormaux popf sont combinaisons simples des polyndbmes primaires et

secondaires associés a la mequréntéressant aussi de voir apparaitre en limite lorsque
tend vers O la mesure de Dirac concentrée au premier ma@mee qui donne un nouvel
éclairage de I'espérance et pourrait intéresser desdinsi

Ajoutons I'émergence de nouvelles isométries reliées passine homotopie et permettant
de résoudre un nouveau type d’équations intégrales liégseadteurT, . Tout ceci meritait

bien un nouveau chapitre a ce livre qui restera sang dotiel sauf intervention d’'une
bienveillante providence..... Merci a mes futurs lecteurs.

Toulon, le Mercredi 28 mars 2007.
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MESURES EQUINORMALES.

1. Définition et exemples.

Par définition nous dirons que deux mesures sont équinagiaddies conduisent a la méme
densité secondaire normalisée.

1.1. Mesures de Tchebychev.

Un premier exemple déja rencontré est donnée paulgleformé par les densités de

. . . 1
Tchebychev de premiére et deuxiéme forme sur ]-1, 1[pspd = ——— et
TW1l- X%

241 %2

p,(X) =———— . En effet la mesure secondaireﬂqeest%p2 et celle dep, est%pz.
T

Nous allons effectuer une étude plus générale ttie sieuation et faire apparaitre des
exemples assez étonnants de classes de mesurdtaatitaenéme densité secondaire
normalisée. Nous noteroh$intervalle d’étude.

Rappelons pour commencer quauséest une mesure de réductripe la densitép, de

moment d’ordre 1 noté admetp comme mesure secondaire si et seulement si éltkues

type p,(x) = e k() avecc, solution des équations :
[? - (x— )] + U*(x)
| HOJdx =1: (EqL) et (X~ QU)X =0. (Eq2).

9 - (- + () T - (- + (0

Soit pune densité donnée, de réductrgceOn sait alors que sa mesure secondaisst
P(x) d(X)
2 2 ’
R 00 1m0

avecc, moment d’ordre 1 de.

définie parp(x) =

et a pour réductricg)(x) = 2(x—¢,) —

La densitép, aura donc méme densité secondaire normalisé@ giet seulement si il
existe un réel strictement positif tel que la mesure secondagre,d soit ApL.

Au(X)

[“"Z(X) ~ (=GP + TERA(X)

Cela revient a dire qup, sera définie pap,(x) =

Explicité a partir des élémentp,¢,c, cgla nous donne apres simplifications :



ALY 4 i (0]

P(X) = ou encore :

(- x+ ¢ -Ae) 41700 -2 By xp

A0
(O -Dx+¢ =) P00 N2 + T2 (A - D+ - Aoy

P (X) =

Pour quep, soit effectivement solution il nous reste a ajule deux paramétres et ¢, de
fagcon que les équations (Eql) et (Eg2) soientfad#s, autrement dit qug soit bien une
mesure de densité de premier moment

Nous allons dans un premier temps chercher destmosdsuffisantes pour réaliser plus
facilement ces deux contraintes. Placons nousxgsm@e dans le cas ou la mesgprest

symeétrique par rapport au milieude l'intervalle bornd. p(2m-x) =p(X).
On montre alors facilement que=m et qued(2m-x) =-¢(Xx )

Cherchons alors s’il existe d’autres mesures solafp, pour lesquelles on aura la
coincidence des moments d’ordrecl= c,. D’aprés ce qui précéde, elles seront du type :

Ap(X)
(O -3x-6) ¥ -2 + R0 -7 (x - 6

P, (X) =

Elles seront donc aussi symétriques par rappamieu m et satisferont donc
automatiqguement a I'équation (Eg2) dés que la pregera assurée. Reste donc a ajuster le
paramétre\ de fagon quep, soit bien une mesure de probabilité.

Ceci nous améne a étudier la fonction de la vaziedllet :

tes f(t) =t P(x)dx

1 -D0x-0) P -+ R0 - D2 (x- )

Ceci en vue de déceler d’éventuelles solutionsawgue t=1 pour 'équatiof(t) = .1

Examinons par exemple le cas de la mesure de Tchebysur ]-1,1] :

p(x) = EVl— x* pour laquellec, =0 et ¢(x) = 4x.
T

11 _ w2
La fonctionf se resume alors &— f(t):ﬁ l% X
Y 1t° + 4(1—-t)X



Une rapide visualisation de la courbe a l'aide de MAPUWggsre qué est constante égale a 1
sur la plage ]0,2].

>f:=proc(t)
| ocal x, g;
g:=evalf((2*t/Pi)*int(sqrt(1-x"2)/(t"2+4*(1-t)*x"2), X=-
1..1)); end;

f :=proc(t)

local x, g;

g :=evalf( 2xt/Txint(sqri{ 1 — x"2)/(t"2 + 4x(1 -t )xx"2),x=-1.. 1))

end proc

>f(1/3);
1.

>plot(f);

1

On peut vérifier cela par un calcul intégral direct.a0donc ici toute une famille de densités

2ty/1- X2

Tt? + 4(L—t)X°]

équinormales définies pax (x) = , avect décrivant ]0, 2].

t 241-x°

. . X . :
On veérifie que la mesure secondairegdest 1, :Z(—) et que la réductrice est
T

2(4 - 2t)x

défini = at-te
efinie parq)t( ) t2 + 4(1—t)X2

2
2-t)z+tZ22 -1

La transformée de Stieltjes est égaleSy(z) =

Pourt=1 on retrouve bien sir la mesure de Tchebychealedgieme espece.

Pourt=2 on obtient la mesure de Tchebychev de premigreces

1—_X2 avecd(x) = 6x
(4 - 3x%) 4-3x%"

Pourt =g on ap(x) =



Les polyndmes orthonormaux relatifs a cette mesuredsfinis par :

243

P(X) =1; B(X) =+/3X ; B(X) :T(SX2 -1);n22:R,,;,(X) =2XR(X) = P,_(X)

Les coefficients de Fourier de la réductrice papoat a ce systéme sont donnés par :

V3

3

C2n (¢) = O! C2n+1(q)) =
D sz 1,2 _ 4TC (1 3
Cette valeur déest celle qui minimise | mtegralﬁ_l(bt (x)pt(x)dx—?.[_l(pt(x)) dx

- 27
Ce minimum est egalas—.

>h: =proc(t)
| ocal x, g;
g:=eval f(int((t*(2/Pi)*sqrt(1-x"2)/(t"2+4*(1-t)*x"2))"3, x=-
1..1));end;
h :=proc(t)
local x, g;
g:=
evalf(int (8xt"3xsqri( 1 — x"2)"3/(T"3x(1"2 + 4% (1 — t )xx*2)"3), x =-1 .. 1))
end proc
>h(4/3);

0.256469246
>plot(h,1l..3/2);

0.3

029

0.289

0.27

0.26




1.2. La mesure de Lebesgue sur [0,1] .
Densité uniformep(x) =1 de réductricep(x) = 2In(1i) avec un moment d’ordred, =%.
- X

La fonctionf correspondante est ici définie par :

1 dx

0 1 X 2 2y L2
[(t—l)(x—E)In(ﬁ)—t] +TC(t—1)%(x 2)

ts ()=t

Ici encore la représentation de la courbe fait egipp@ une plage sur laqueflest constante
égale a 1, mais ici la justification théorique égphénomeéne est loin d’étre évidente.

>f:=proc(t)
| ocal x, g;
g:=eval f(t*int(1/(((t-2)*(x-1/2)*I n(x/(1-x))-t)"2+Pi *Pi *(t-
1)~2*(x-1/2)"2),x=0..1)); end;
f :=proc(t)
localx, g;
g :=evalf txint(
V(((t—21)x(x=22)XIn(¥/(1-x))—t)"2+T102%x(t — 1)"2%(x — 1/2)"2), end pro
x=0..1))

>f(1.3);
0.979984917

>plot(f);

045

-1

L'étude MAPLE suggére donc que pdutécrivant ]0,1], la mesure secondaire de la dénsit

P (x) = t est 1|, (X) = t
[(t—l)(x—;)ln(lx) ] +TR(t - 1P(x - D)2 (n2(. X )+ 7e]
-X 2 1-x

On peut obtenir une autre vérification de la cohéeede cette proportionnalité en examinant
les moments d’ordre 2.



Les couplages entre les transformées de Stieltjgad@sent en effet :

— 5 _ — 1 = 7 - — 1
S(@=z-¢ X0 ett§,(2=z-¢ 5.

p

Ceci conduit naturellement a la relatiod,:— (c))* =t(c, = (¢,)® . )

Or ici pour la mesure de Lebesgue =c; :% etc, :%. On est donc conduit a

. , _t+ . . .
I'expression :c, :1—23, ce que semble confirmer I'étude MAPLE suivante :

>f2:=proc(t)

| ocal x, g;

g:=eval f(t*int(x*"2/(((t-21)*(x-1/2)*I n(x/(1-x))-t)"2+Pi *Pi *(t-
1)~2*(x-1/2)"2),x=0..1)); end;

f2 :=proc(t)

local x, g;
g :=evalf txint(
XP2I(((t = 1)x(x = U2)xIn (}/(1—x))—t) 2+ 10'2%(t — 1)"2%x(x — 1/2)"2), end pro:
x=0..1))

plot(f2,0..1);

0.39
0.25+
0.z
0.154
0.1+

0.08




1.3. Voici un troisieme exemple MAPLE concernanp(x) = 12

In?( % +T[2.
(1_X)
>ro:=x->12/ ((I n(x/(1-x)))"2+Pi "2);
ro :=x - 122
X
In(l—x} + 10
>phi:=x->12*(2*x-1)+2*I n((1-x)/ x) *ro(x);
Q=X > 24x-12+ 2In[1;xj ro(x)
>phi (x);
2an 1%
24x-12+ >
X
In(l—xj + 10
>f:=proc(t)
| ocal x, g;

>g:=eval f(t*int(ro(x)/(((t-1)*(x-1/2)*phi(x)/2-
t)N2+Pi "2*ro(x)N2*(t-1)"2*(x-1/2)"2),x=0..1)); end;
f:=proc(t)
local x, g;
g :=evalf txint(ro(x)/(
(U/2x(t = 1)x(x = U2)x@(x) — t) 2 + 11" 2xro(x)"\2x(t — 1)"2x(x — 1/2)"2), end pro

x=0..1))

>f(1);

1.00000000
>f(0.7435):
>

1.00000000
>f(0.2489):

0.999999999
> (L2547 1.00000000
>f(1.5874):

0.999997815
>f(2);

0.840959412
>f(3);

0.462173549



2. Essai de justification théorique.

Nous commencerons par démontrer le résultat suivant :
2.1. Lemme.

Nous considérons ici une fonction de variable compl¢)&ipposée holomorphe sur I'ouvert
O formé du plan complexe privé de lintervalle

Nous supposerons également que le modulel @8 tend vers 0 lorsque le module Zieend

vers l'infini et que pour touh >0 lim sj_l“:\H (t-ie)+H(t+ is)|dt =0.
g

On suppose enfin I'existence de la fonctiomléfinie sud par :

H(x—ig) - H (x +ig)

. (Convergence dans(l) )
2T

V(X) = lim
£-0"

On se propose de montrer que la transformée digestidev n’est autre que la fonctids.

Soit Z un complexe n’appartenant pas a l'intervalle barrf€our faciliter la rédaction on
prendral =[- 1,1] mais le raisonnement se généralise facilemenaau’un intervalle borné

guelconque).

H(2)

Introduisons la fonctiore— f(2) = % Celle-ci est holomorphe sur 'ouvedt sauf au

point Z ou elle admet pour résidd (Z . Fixons alors un réel >0

Considérons le rectanglR de cotés paralléles aux axes, parcouru dans $edsett et
passant par les quatre sommets d’'affixes respsctive +g(xi); —1—-A +&(xi ), avec
€>0.

Considérons aussi le cerdl® centré sur l'origine et de raydm parcouru également dans le
sens direct.
Sion prend assez grand, le péfdef sera a l'intérieur de ce cercle. Or quels querda
etb positifs, les chemin®, et C, sont homotopes dans I'ouvét On a donc d’apres le
théoréme de Cauchy I'égalité f f(2)dz= j f (2)dz-2iTH (Z).

R

Cp

Nous allons étudier I'évolution de cette égalitéstpeb tend vers l'infini et quee tend vers
0 par valeur supérieure.

> Il est clair que sur les segments paralléles & l@es imaginaires purs, la contribution de
la premiére intégrale tend vers 0 aecarf admet une limite finie aux points

14X et —1-A. lim [* f@+A+it)idt =0=lim [~ f(-1-A+it)idt = 0.
e-0"Y -¢€ e-0"Y -¢€

10



» Sur les deux paralléles a I'axe réel, on obtient eitiaddant les deux intégrales sur des
chemins inversés:

£-0"

i jm [H(_t—is)_ H(_t+is)jdt: i Um (t—Z)[H(t—_is)—H(tfis)]dt+J(£)j
Mt -le-Z t+ie-Z 1A (t-Z-ig)(t-Z +ig)

* H(t=ig) + H(t +ig) dt. Il est donc clair d’aprés les hypothéseskHau
IA(t-Z-ig)(t—Z +ig)

voisinage de lintervalle réél que lim J(g) =0.
£-0"

avec J(g) =ie j

(t=2Z)[H(t—ig)—H(t +ig)]dt _ 2injm v(t)dt , ceci vu la convergence

(t—-Z-ig)(t—Z +ig)
vers la fonctionv dans L(1).

D'autre partfim .[1 . ey

» Remarquons enfin que lorsgi¢end vers l'infini, 'intégrale le long du cerclg, tend
vers 0 de maniére évidente. (Lemme de Jordan).

v(t)dt

On conclut ensuite en faisant tendrevers 0. I =S,(Z)=H(2Z), ce quil fallait

étabilir.

Considérons alors une densfig dont la mesure secondaire est égéie .a

Le couplage des transformées de Stieltjes se tradui

1
S (2

Y~ 1 o
S(@=z-¢ X0 ett§,(2=z-¢

p

S(2
t+@1-t)(z-¢)S,(2)

On en déduit immediatement la relatigp (z) =

2.2. Une application fondamentale.

Appliquons, sous réserve de vérification des hygses, le lemme précédent a la foncHon
S,(2)

P

définie par la formule H(2) = t+1-t)(z-¢)S.(2)
p

Vu les formules de Stieltjes Perron appliquéesdefssité initialep, on en déduit par passage
tp(x)

(¢ -Dx-0) 20 1 + P20t -0 x-c)?

a la limite : v(x) =

11



La fonctionv s’explicite donc comme la fonctiop, définie préecédemment et que I'on espére
étre une densité. Or d’apres le lemme, la transformé&ielges dev =p, n'est autre que
1

z-¢-S(2

H(2) donc est reliée a la transformeejd@ar S, (z) =

Son moment d’ordre O sera donc b‘lh‘m z§, (2) = lim _ =1.

=6 S0
Z

z

Reste a étudier quelles sont les valeursatsurant & les hypothéses du Lemme.
Il est clair queH tend vers 0 lorsque le module gend vers l'infini.

Pour I'étude au voisinage de l'intervalleon utilise encore les formules de Stieltjes, @e g
conduit en fait a la réductriog, de la mesure, .

On obtient apres simplification des calculs et dipde ¢, (x) = lim S, (x—ig) + S, (x+ig) la
E—~O+ t t

2(x=¢) ~ty(x)

formule : ¢,(x) =
[x—c, _th(2><)]2 + 12U (X)

, avecy réductrice deu.

Reste le probléme de I'holomorphie ldesur 'ouvertO=c-I.

Elle sera assurée de maniére évidente si le pamtmesdt tel que le dénominateur ldene
s’annule pas sur cet ouvert.

Etudions donc I'équationt + (1-t)(z-¢,)S,(2) = 0|

G, +iy)p(u)du _
X—u+iy

Posonsmzﬁ et z=x+iy. On obtient :j (x=

En séparant les parties réelles et imaginairds,devient :

X* +y* —u(x-¢)-cx c,-u
p(uldu=met y|————pu)du=0
~|[ (Xx—u)®+y? ! (x—u)?+y?

Etudions d’abord les solutions hors de l'axe réel.

. u
En effet siy est non nul on aurf—————p(u)du p(u)du.
lﬁ(X_U)z + y2 .l[ 2

La comparaison des parties réelles peut alorsigécr

x> +y®+¢° -20x x> +y*+u® - 20X
u)du=m u)du
L (x-w)t Yy’ P I c-wrry: PV

12



—wmu—qf+yﬂtm@f—f)MMdu:O
(X-u)*+y

Aprés réduction cela devienlj' (€
|

En revenant &: I([(X_Cl)z WAL Cielcy p(u)du=0

(x=u)®+y°
Si ¢ =0, il n'y a donc pas de solutions non réelles gaquositif.

Etudions maintenant d'éventuelles solutions réelles

mu+ (1-m)x-c
-u

p(u)du=0.

L’équation se simplifie facilement enj:
|

tu-x+c@-t)
X—U

p(u)du=0

En revenant &il vient : j
|

Ici encore, sic, = 0l n’y a pas de solutions réelles®kt <1, hors de l'intervalld.

Par contre il peut y en avoirtsest plus grand que 1. C’est ce qui se passe paouesure de
Tchebychev. Dans I'exemple numérique 3.

>ro:=x->sqrt(1-x"2);
ro:=x - +1-x°

>f:=proc(x)
| ocal t,f;
f:=eval f(int((3*t-x)*ro(t)/(x-t),t=-1..1)); end;
f:=proc(x) localt, f; f ;= evalf(int((3xt — x)xro(t)/(x—t),t=-1..1)) end prox

>plot(f);
>f(1.06);

0.0058936804¢
>f(1.07);

-0.077932477¢€

13



2.3. Localisation générale des racines.

Montrons maintenant que mémecgin’est pas nul, I'équatioh+ (1-t)(z-c,)S,(2) =0
n'admet pas de solutions en dehors de l'intervdtiesquet est élément de 10, 1].

» Reprenons d’abord I'étude de solutions non réeyled). On a alors établi les égalités :

((x=6)* + Y] +1(* ~¢))
[y PO = [yt e [EE8 EEmE=S oy =o.

Or [(x=¢)? + Y] +t(U* =) =x* = 2ex+ y? +tu? + (L~ t)c,”
G G G G

La premiére égalité intégrale nous donrje():(__Ap(u)du = jiclzp(u)du
|

u)? +y? I (x—u)?+y

(Ceci en multipliant par 3. On en déduit la transformation de la deuxiénégrale :

J= j([(x q()x+ 3/) ]:;(u —Cl)p(u)du 0= j (Sl (+Xy L;(i yl)(” _Cl)P(U)du K

Ecrivons maintenart= (L-t)J +tK . Aprés simplifications, cela s’écrit :

impossible si est compris entre 0 et 1.

j((l DO-6)’ +y +tx-u)’ o
(x=w?+y?

» Examinons d’éventuelles solutions réelles. On gueicela conduisait a I'égalité :

jt.u—x+cl(1—t)
u

p(u)du=0. Or le numérateur s’écrit ausstt(x—u) + 1-t)(c,—-x )
X_

|
On en déduit pr(u)du =t .
| X-u
Ecrivons alorg, —x=c¢,—u+u-x. On en déduit t -1+ j%ca_u)p(u)du =t
|
Ainsi : jwp(u)duzl
| X—u
Or six est ‘a droite’ de I'intervallé donc supérieur a toutdel et donc aussi & on aura :

QU _XZU_1 Dodlon déduit sit <1 : 1<
X-U X-Uu

[ %ﬁ:u)p(u)du =1-t d'out négatif

(On obtient une contradiction analogue sst ‘a gauche de.

L’équationt + (1-t)(z-¢,)S,(2) =0 n'a donc pas de solutions sur l'ouvertc-1 lorsquet
est élément de ]0, 1].

14



2.4. Retour sur la deuxiéme condition (Eq2).

Dans notre premiére approche nous avons supposé la symérigentisitéP , ce qui donnait

la deuxiéme équation (Eq2) comme conséquence directe derlalisation deP: .
En fait la démonstration effectuée assure simultanélasmteux contraintes sur les moments
d’'ordre 0 et 1. En effet on a établi que pbdécrivant la plage ]0,1], et sous réserve des

1
conditions énoncées, la transformée de Stieltjéd dest définie par 5, (2 :m

On en déduit immédiatement que lorsque le moduleteed vers l'infini :

I|m 12§ » =1 et‘ll‘m (S, — ):q. Il est donc clair que, définie par

tp(x)
—t* + P (Nt -1 (x— )’

P (X)) = ¢(x) est une densité de probabilité de
[((t-D(x-c)—~

premier moment égal g et de mesure secondaire égate a

2.5. Autres exemples.

Etayons cette étude théorique par les deux exarspigants mettant précisément en jeu des
densités non symétriques.

» Pourp(x) =2x sur [0, 1], la réductrice egt(x) = —4x|n[1 x j 4 etc —g

>r 0 =X->2%X
ro:=x - 2X

>phi:=x->-4*(x*In((1-x)/x)+1);;
Q=X - —4x|n(1;xJ—4

>cl:=eval f(int(x*ro(x),x=0..1));
c1:=0.666666666

>f:=proc(t)
| ocal x, g;
g:=eval f(t*int(ro(x)/(((t-1)*(x-cl)*phi(x)/2-t)"2+Pi "2*(t-
1) "2*ro(x)"2*(x-¢cl)"2),x=0..1)); end;
f :=proc(t)
local x, g;
g :=evalf( txint(ro(x)/(
(U/2%(t = 1)x(x — c1)x@(x) — t) 2 + 1'2%(t — 1)"2xro(x)"2x(x — ¢1)"2), end pro
x=0..1))

15



>f(0.45);
0.999999999

>plot(f);

059

3
-

X

ol

» Pourp(x) = sur [0, 1], la réductrice egt(x) = 3LerchPh(x;L—%) etc =

3
>ro:=x->3*sqrt(x)/2; ro ::xqéﬁ

>cl:=int(x*ro(x),x=0..1); cl::g

( -1
>phi : =x->3*LerchPhi (x,1,-1/2); @¢:=X - 3LerchPhEx 1 ’2)
>f:=proc(t)
| ocal x, g;

g:=evalf(int(ro(x)/(((t-1)*(x-cl)*phi(x)/2-
t)"2+Pi "2*ro(x)"2*(t-1)"2*(x-¢c1)”~2),x=0..1));eval f(t*g); end;
f:=proc(t)
local x, g;
g :=evalf( int(ro(x y(
(U2x(t — 1)x(x — c1)x@(x) — t)"2 + " 2xro(x)"2x(t — 1)"2x(x — c1)"2),

x=0..1));
evalf(txg)
end proc
>f(1);
1.
>f (0. 8);

1.00000000



>f(0.7);

1.00000000
>f(0.6);

1.00000000
>f(0.5);

1.00000000
>f (0. 45628);

0.999999999
>f(0.3287);

1.00000000
>f(0.2157);

1.00000000
>f(2);

0.749604174
>f(1.24);

0.991115930
>f(0.1); 1.00000000

3. Sur les polyndmes orthogonaux de mesures éguinormales.

Dans une famille équinormale, toutes les mesures sdcesidant proportionnelles. Il
s’ensuit que les polyndmes secondaires satisfont a @memelation de récurrence a trois
termes. Les polynémes orthonormaux correspondant dansép, de la famille en

question vérifieront donc aussi la méme relation derrénce, (a partir du rang 2 si on se
souvient du décalage étudié dans le premier résultat fomtialnde chapitre 2).

Il suffira donc d’évaluer par directement par Schmidtdes premiers polyndémes puis de
faire fonctionner la relation de récurrence de la mesecendaire normalisée commune. .

3.1. Cas des mesures de Tchebychev.
Dans le premier exemple de Tchebychev on a déja examias [earticuliett =g. Sion
généralise, on aura donc :

2X 4% -t
1,R=—+F+,P,=—+
SRV RN 3
>ro:=(t,x)->(2/Pi)*t*sqrt(1-x"2)/ (t"2+4*(1-1)*x"2);
2t./1-x?
m(t2+4(1-1)x3)

>P[0]:=1;P[1] :=2*x/sqrt(t); P[2]:=(4*x"2-t)/sqrt(t);

Fo

; Etpourn=2:P,,, =2xP, - P,_,. Voici la simulation MAPLE.

ro:=(t,x) -

Py

17



>for

>for

Pl .:T
4% -t
P, =
SR
k from2 to 7 do P[k+1]:=sinplify(2*x*P[Kk]-P[k-1]); od;
b _2x(4x2-t-1)
3 ﬁ
b 16X -4x%t -8x% +t
4 Jt
_2x(16x* -4xPt - 12X + 2t + 1)
P, = it
b= 64x° —16x*t —64x* +12x°t + 12x% -t
6" Jt
b _2x(64x°-16x*t -80x* +16X°t +24x* -3t —1)
7" Jt
b o 256x% — 64x°t — 384x° + 80x* t + 160x* —24x%t — 16X +1t
8" ﬁ
k fromO to 7 do f[Kk]:=unapply(P[K],t,Xx); od;
f, =1
- 2x
f,:=(t,x) - ﬁ
N 4% -t
f,:==(t,x) - ﬁ
N 2x(4x2-t-1)
fy:==(t,x) - ﬁ

16x* —4x%t —8x° +t

f, ==(t,x) -

=

2x (16x* —4x*t-12x*+2t +1)

fo :==(t,x) -

=

64x° —16x*t —64x* +12x°t +12x° —t

fs :=(t,x) -

=

2x(64x°-16x*t —80x*+16x*t +24x* -3t -1)

foi=(t,x) -

=

18



>scal : =proc(s,p,q)
| ocal x, g;

g:=evalf(int(f[p](s,x)*f[q](s,x)*ro(s,x),x=-1..1)); end;
scal:=proc(s, p, Q)

local x, g;
g :=evalf(int(f[p] (s, X)xf[g](s, X)xro(s, X), x=-1..1))
end proc
>scal (1.897,4,4),;
1.00000000
>scal (0.2687,5,7);
0.
>scal (0.879, 6, 6);
0.999999999
>scal (1.5473,6, 4);
-0.1710°
>scal (0.189,5,5);
0.999999999

>scal (1.321, 2, 6);
0.144824447519

3.2. Extension de I'étude.

On généralise facilement au cas d’'une densité quelconqule. [racédé de Schmidt on
obtient les trois premiers polyndmes orthogonaux powéfinis par :

F%t =1 Ht — X_dl . P2t - d0X2 _dl(dO +1)X+(d1)2 _t(d0)2
\ tdo \/dodz - (d1)2

d.t
. . 1
On obtient alors une expression du type : Pozd | P! (x) :W[Pn(x) +(t —1)Un(x)]

avecd, = j X"U(X)dX.
|

avecnm P, systeme orthonormal pogr(obtenus pout=1)

dy/dy
v dodz - (d1)2

relation de récurrence a trois termes que cellimidéant les polyndmeg, .

et lesU,, construits a partir dg,(x) =0;U,(x) =-— a l'aide de la méme

On peut montrer en fait que pooe 2 U, (X) = —\/d_ORn_z(x) , la suiten— R, étant la suite

orthonormale pour la mesure secondaigssociée a la densité normalisd%econstruite par
0
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Schmidt a partir dé3,(x) = .1(En quelque sorte les polyndmes ‘tertiaires assodasénsité
initiale p).

En effet les deux suites de polyndnmess U (x ethi —,/d,R,_,(X) Vérifient la méme

relation de récurrence (celle d&g et un calcul MAPLE montre la coincidence des deux
premiers termes.

On a donc poun= 2 :|P!(X) :%[Pn(x) + (1—t)Jd_0&_2(x)]

Or on se rappelle (chap 6) que les polyndmes ootfmaux pour la mesure secondairesont
obtenus a partir des polyndmes primaires et seq@sdassociés a la densité initigepar :

R (x) = \/(11_ (x-¢)Q,.,(X) = P..,(x)). On a donc 'expression simplifiée : pouk 2
0

P! (%) =%[tpn(x) + L-)(x-6)Q, ()]

En fait l'utilisation des formules de passage ptant de retrouver directement cette relation
sans passer par les polyndmes ‘tertiaires’. En ptissque les densitgs et p, ont méme

moment d’ordrel, soi, et méme mesure secondaire normalisxgéed£ on peut donc écrire

0
les égalités suivantes:

\/d_OQn+1(X) = \/d_OthtHl(X)
! =1 rx-c)0l () - P
E[(X €)Qu(¥) — Ru(X)] = \/d_ot[(x ¢)Qha(X) = R (X)]

On en déduit immédiatement que pawentier au moins égala 1 :

P!(x) =%{tpn(x) + @A )(x-)Q, (¥)]

Q) =%Qn(x)

3.3. Une homotopie d’'isométries.

Sion se souvient qu@, =T,(R,), la correspondancé (x) — %[tf (¥) +@-)T,(f ()]

agissant sur les polynémes transforme donc d’'dan@emiére formule ci-dessus la famille
(P,),»;0rthonormale pour la densit# en la famillgP!),.., orthonormale pour la densif#.
D’aprés le théoreme de Cauchy, on peut donc lorBgggace des fonctions polynémes est
dense dand?®(l,p ,)prolonger cette application en une isométri@rgll’hyperplanH formé

des fonctions d&*(1,p Orthogonales &, = & I’hyperplanH; constitué des fonctions de
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_P.

L?(1,p,) orthogonales &, =1. Si on introduit la mesurg, L on en déduit que

I’applicationvpt définie parf (x) |—>th(f(x)) =tf (X) + @ -t)(x—¢)T,(f (x) est une isometrie
reliantH muni de la norme d&*(l,p 3 H; muni de la norme induite pg .

J £2(p00x= [Tt (9 + L= x= )T, (F 1 LI = v ()15, 090

On va voir que sous réserve d’'une condition deitierslative a la mesurg, cette isométrie
est en fait égale a la compoéép‘e: Tpt_l T, , en notant suivant les conventions habituelles :

« T, lisometrie reliantH muni de la norme induite para L1, ).

« T, reliantH; munide la norme swf(l,p,) & lespacel’(l,ty )(La définition de cette

derniére nécessitant également la densité des@obsmdand*(l,p,), ce qui est assuré
par exemple diest un compact).

En effet utilisons les formules d’inversion établau chapitre 6 :

T, (F (X)) = (x—¢) f (%)~ T,(f (%))
T, (F (%) = (x—¢) (%) =T, (f (X))

Puisque de maniere évidente =tT,, on en déduit par combinaison de ces deux formules

T -k F (9 = A-H(x-) f (¥

Sif est une fonction polynéme, sa transforméef past aussi et on peut donc appliquer la
relation précédente en remplagar(ix) par T,(f (x)).

Appliqué avecf (x) — T,(f(x)) on obtient :Tpfl(l'p( f (X)) —tf (x) = A-t)(x—c)T,(f (X))
Cette relation traduit bien I’égalité\/pt(f (X)) :Tpl_loTp(f (x  Ppour les polynébmes.

Or T, étant une isométrie dd, munide la norme sur(l,p,) alespacel’(l,tu )c'est
aussi une isométrie pour la norme au départ inghaitda mesurep, =%avec pour norme a
larrivée celle surl’(1,p ) Ainsila composéd, * oT, est comme/, une isométrie dé

muni de la norme de(1,p Vers H; muni de la norme induite pg;

Par densité des polynbmes, la coincidence s’étend @ I'espacél entier et on a donc bien

s t o+ -1
vérifié : Vp ‘Tm oTp.
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3.4. Formules d’inversion et équations intégrales.

On peut classiquement inverser lisoméwfepar : (V)™ :Tp’l oT, -

Essayons d’expliciter cette composée des récipgoque

Prenons a nouveau pdunne fonction polynéme et appliquons les formul@svdrsion pour
T, etT, avec f(x) « T, (f(x)). On en deduit aussitot :

(Vo) (F () = (x=)T,, (F (%) =T, (T, (f(x))
F(X) = (x=c)T,, (f (X)) ~tT, (T, (f(x))

Par combinaison des deux on en déd(hiﬁ)‘l( f (X)) :% f(X)+ (1—%)(x— )T, (F(X).

On généralise par densité & une fonction quelcodgu, . Les deux formules définissavif
et sa réciproque ont donc des expressions asshaiiEs:

V3 (1 00) =t (9 + A= D(x= ST, (F ()
() H(FO0) =3 (9 + A= Dx=C)T, (100)

Application & la résolution d’équations intégrales.

Considérons 'équatiorn(E, ) : f(x) + A(x— q)jMp(u)du:g(x) avecA >0,g

donnée ef inconnue élément de I hyperpl&h

Posong =m . L’équation proposée se met alors facilement pasidn sous la forme :

tf (x) + @-t)(x=c)T,(f (x)) =tg(x), c'est-a-dire\/;(f (X)) =tg(x), avect 1]0] .

D’apres I'étude précédente elle n'admettra de mrlatque sg est élément de 'Hyperplan

H, et l'antécédent pouert sera donné paf (x) = %(tg(x)) + (1—%)(x— )T, (tg(x)) , soit

aprés simplifications f (x) = g(x) +%(x—q)Tp  (9(x) .
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4. Sur la mesure de Dirac.

Nous venons de montrer que pour t décrivant ]0,1], tdesemesures définies par la formule
tp(x)

(- D0x-0) *70 7 + T2 (x- )

pi(x) =

P
0’0,
4

donnent une mesure secondaire égdlp(X) , avecp(x) =

On a donc une famille continue équinormaliséestliremarquable que lorsgtieend vers 0,
la limite de cette famille n’est autre que la nmeste Dirac concentrée en.

Toutes ces mesures sont en effet des densitésvérifia facilement que pour toute fonction
continue f surl : Itirr(lj.[f(u)pt(u)du: f(c).
T

On remarque également que la réducttdigex dep,(x ) tend vers celle de Dirac , soit
2

X-¢C

La transformée de Stieltjes d¢ est S, (2=

1
-G

2P

g H

Toujours au sens des distributions, on peut écrilim (x - ¢,)
t-0"
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5. Etude des densités de Laguerre associées.

a —X

MNa+1)

Elles son définies suj0,+oo[ par p(x) = aveca >-1.

MNa+n+1)
Mo +1) ﬂ(a k).

On se propose d’expliciter la réductripgar deux méthodes différentes : de maniere

classigue d’abord, avec les formules de Stieltgrsd®, puis a I'aide d’'une équation
différentielle vérifiée par cette réductrice.

Les moments correspondants sont égaug &&:——————

> Par Stieltjes Perron.

Rappelonsp(x) = Iirr})q)(x, €) avecd(x,g) = j;ww. En intégrant par parties il
e~ (x-t)"+¢

vient :
d(x.8) = [- p)In((x 1) +€2) =In(x? + €35 + [ " (in((x~1)* +£2) - In(x¢ + £2) o'Vl

Le terme intégré s'annule et on obtient donc esg&sa la limite :

2
MNa+1)

o(x) = [t @ -netn®

o

» Par une équation différentielle.

La densitép satisfait de maniére évidente a la relatigi(x) = (a = x)p(x . )

On va voir que cela se traduit par une équatiotiasng du premier ordre vérifiée par la

transformée de Stieltjes g soit : S(2) = j Om p(tydt

En effet : en dérivant par rapport auis en intégrant par parties on obtient :

S(2) = I p(t)dt {()[ 1}} jmtp(t)dt _%jmtp’(t)dt

-t)° -z z 0 z(t-2) o t-z

Vu I'équation liée & : S(2) = —E.[m—(a ~He(tdt =ES(z) +£.[+°°—tp(t)dt
270 t-2z y; 270 t-z

Or z92) = J' zp(t)dt IO*”(Z‘;)_Pt(t)dt J'+°°tp(t)dt 1+ Imtp(t)dt

Des deux égalités ci-dessus on déduiSi(z) =aS(z) -zS(2)+ . 1
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Il sS’ensuit d’aprés la définition de la réductrice gueest solution de I'équation du premier
ordre : x¢'(x) +(x—a)p(x) =2.

On en déduit immédiatement une expression du type :
d(x) = x"e*(A +u(x)) avecu'(x)=2x“e* et constante.
Nous supposons dans ce qui suit gde< a <0. On peut alors poser(x) = Zjoxt“‘”l)etdt et

la constante\ sera déterminée grace a la relation cIasshG@(x)p(x)dx: ;0

(Poura =0 on prendra pour définir une borne inférieure non nulle et 'on détermime |
constante par le méme raisonnement. Cependantedeas—-1<a <0 les calculs se
simplifient assez comme on va le voir ci apres).

Explicitons .[Om d(X)p(x)dx= 0,

)\j " X2 + Zj - xz“e‘zx(j “t@edt)dx =0, dont on déduit :
0 0 0

a+l oo X
A= [ e ([ ety
r@a+1)10 0

X 1
En transformant entx dans l'intégrale enh: jo t~ @ eldt = x“’jot“‘”l)etxdt

Les fonctions intervenant étant toutes positivespeut permuter les variables d’intégration,

+o0 +
ce qui donne vu quﬁ0 x"e‘(z‘t)xdx:%, la valeur de la constante égale a :
a+l
A=A Ta+) l[t(2—t)]“‘“l) dt. Ainsi on obtient une autre expression de lacihe :
(o +1) Jo
e[ X A" (o +1) 2 _
x) = x‘e[2| tT Ve dt-—————Z| [t(2-t)]“*Vdt
(%) 2. F@aeD [ [t@-tr@2dy

Le programme MAPLE suivant compare les deux exmpess

>f:=proc(x, a)
| ocal t,g;
g:=evalf(int(tr(a-1)*(a-t)*In((x-t)"2/x"2)*exp(-
t),t=0..infinity)); g:=eval f (g/ GAMVA(a+1)) ; end;
f :=proc(x, a)
localt, g;
g :=evalf(int (t"(a — 1)x(a — t)xIn((x — t)*"2/x"2)xexp(-t),t =0 ..0));
g:=evalflgh(a+1))
end proc
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>gl: =proc(x, a)
| ocal t,u, h,s;
u:=eval f(int(t~(-a-1)*exp(t),t=0..x));end,
g1 :=proc(x, a) localt, u, h, s; u :=eval{(int(t"(-a — 1)xexg(t),t =0..x)) end pro

>g2: =proc(x, a)
| ocal t,u, h,s;
h:=zeval f(int((t*(2-t))"(-a-1),t=0..1));
end;
g2 :=proc(x, a) local t, u, h, s; h :=eval{int((tx(2-t))(-a-1),t=0..1)) end pro

>g3: =proc(x, a)

| ocal t,u,h,s;

u: =g1(x, a); h: =g2(x, a);

s: =eval f (u- GAMVA( a+1) *h/ ( GAMVA( 2* a+1) * 2* 47 ( - a-
1)));s:=eval f(2*x"(a)*exp(-Xx)*s); end;

g3 :=proc(x, a)

localt,u, h, s
u:=gl(x,a);
h:=g2(x,a);

s:=evalflu - U2xI"(a+ 1)xh/(I'(2xa + 1)x4"(-a—1)));
s :=evalf( 2xx"axexp(—x)xs)
end proc

>f(9,-0.77);
0.229017713

>0g3(9,-0.77);
0.229017713

>f(5,-0.82);
0.420609056

>g3(5,-0.82);
0.420609055

>f(12.35, -0.24);
0.173824620

>g3(12. 35,-0. 24);
0.173824620

Le cas particulien = 5 conduit a I'égalité :

1 e(t -1)x

ot

_3
jo t 2(L+2t)eIn dt

L |
X

1 e(t -1)x

o 4t
d’homotopie est encore valable sur la plage J@obhime le suggeére I'étude MAPLE
suivante :

La réductrice est ici définie parn(x) = ZI . Ici aussi il semble que le schéma



(=x)
e
>ro: =x->exp(-x)/sqrt(Pi*x); Tr0 ::x_>ﬁ

>phi : =proc(x)
| ocal t,qg;
g:=eval f(2*int (exp((t-1)*x)/sqrt(t),t=0..1)); end;
¢ :=proc(x) localt, g; g := evali 2xint(exg((t — 1)xx)/sqri(t),t =0..1)) end pro

1
>cl:=int(x*ro(x),x=0..infinity); cl::é
>f:=proc(t)
| ocal x, g;

g:=evalf(t*int(ro(x)/(((t-21)*(x-cl)*phi(x)/2-
t)"2+Pi "2*ro(x)"2*¥(x-cl)"2*(t-1)"72),x=0..infinity));end,
f:=proc(t)
local x, g;
g :=evalf( txint(ro(x)/(
(1/2x(t = 1)x(x — c1)x@(x) — t)"2 + 1" 2xro(x)"\2x(x — c1)"2x(t — 1)"2), end pro
X=0..0))

>for k from1l to 20 do print(eval f(k/10),f(k/10)); od;
0.10000000Q 1.00000000

0.20000000Q 1.00000000
0.30000000Q 0.999999999
0.40000000Q 1.00000000
0.50000000Q 1.00000000
0.60000000Q 1.00000000
0.70000000Q 1.00000000
0.80000000Q 1.00000000
0.90000000Q 0.999999999
1,1.
1.1000000Q 0.789725713
1.2000000Q 0.682987149
1.3000000Q 0.618112742
1.4000000Q 0.574532330
1.5000000Q 0.543314697
1.6000000Q 0.519927151
1.7000000Q 0.501815584
1.8000000Q 0.487427930
1.9000000Q 0.475765470
2.,0.466155973
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