La tardive révélation d'Aristide.

C'est sur les bancs d'un Amphithéâtre, quelque part dans Valladolid, qu'Aristide eût enfin sa révélation. Ceci au mois d'avril 2004, après quelques paroles du professeur Yan -Ba -Chuan et le débat qui s'ensuivit.

Aristide aurait pu terminer tranquillement sa carrière de professeur de Lycée, satisfait du travail accompli avec zèle sur de nombreuses années mais le destin, le destin…

Ses débuts d'enseignant remontaient aux années 70, âge d'or des mathématiques modernes.
Ah le plaisir des théories bien construites, l'axiomatique pure et dure, les démonstrations sans faille ! Jeune prof, le monde est à lui, son monde, celui des structures apprises à l'école Bourbaki . 'Du Paradis qu’a construit Cantor pour nous, nul ne pourra nous en chasser'.
Ses élèves peinent mais sont ravis, la beauté est universelle. Sa passion séduit la classe et les vieux collègues, mais comment les regardais-tu ?

Puis le virage dans les années 80. Le petit epsilon est banni, proscrit, interdites l'Analyse fine, la définition précise de limite, exit la continuité.
Bientôt le structuralisme triomphant est attaqué. Parents rassurez-vous, le grand soir est arrivé, l'Algèbre vacille déjà.
Et le vent qui tourne apporte les mathématiques douces, biodégradables, écologiques.
Les inspecteurs l'affirment, ne tourmentez plus les élèves avec vos calculs, utilisez les calculatrices, ne leur parlez plus de théories fastidieuses, hors de portée de leur compréhension. Il faut faire des mathématiques. Mais qui sait vraiment ce que cela veut dire ?

Aristide est choqué, fait un peu de résistance mais se plie aux directives. 
A l'est d'Eden il veut croire encore à un monde de vérité intangible, mais victime de la mode…. Quelquefois il est triste en classe. Il reprend ses cours de Fac, revoit avec effroi des choses qui lui semblent étrangères maintenant, inutiles.

A nier ses origines, sa particularité, on perd ses libertés essentielles. Bientôt les mathématiques s'affichent comme au service des autres sciences. Il faut travailler en équipe, en complémentarité, œuvrer pour la Physique, les Sciences de la Nature, l'économie, …
Mais paradoxalement dans ces matières, les théories les plus modernes font leur apparition.

Et voilà les années 2000, Internet, Les logiciels de calcul formel !
Il faut encore s'adapter, sujets à Q.C.M , travaux personnels encadrés. 
Encadré est le mot juste. C'est l'emballage qui prime, le copier coller, les belles pages WEB.


Aristide a vieilli, fatigué. Les jeunes collègues arrivent en force dans le lycée. Ils n'ont pas l'arrogance qui était la sienne. Plus murs, réalistes, pas moins idéalistes pourtant.
Aristide s'accroche, coopère. Sa classe de terminale fera le concours Kangourou cette année.

Cette décision nous ramène enfin à Valladolid. La classe de TS3 a gagné le premier prix, Aristide va donc partir en compagnie de Sylvestre et Jérémie, ses deux plus brillants élèves, pour assister à une conférence internationale.

La séance d'ouverture a pour thème " Mathématiques : Unité et Diversité".

Bien sagement au fond de l'Amphithéâtre, avec les précieux badges d'invités, le professeur et ses élèves découvrent les plus brillants chercheurs.

Yan- Ba- Chuan de l'Université de Pékin, spécialiste de théorie des nombres dirige les débats.

Son discours commence par un Haï -Ku, dans la plus pure traduction Zen. 

'La rivière Lu dans le brouillard du matin. Je m'y suis rendu et n'ai rien trouvé d'autre, que la rivière Lu dans le brouillard du matin"

' Nous autres Orientaux, sommes habitués à la diversité des choses. Que voyez-vous chers confrères dans l'égalité que j'écris là ? '
Et à la grande surprise d'Aristide, Yan Ba- Chuan calligraphie malicieusement la formule élémentaire de la somme des termes d'une série géométrique.

Pendant que Yan se rassoit, Sylvestre signale avec joie à son professeur qu'il a reconnu la formule, mais que le Chinois a oublié de mettre le terme source en évidence !
Aristide n'a pas le temps de répondre qu'il s'agît sans doute d'une intention volontaire du Maître Yan, que déjà un intervenant se manifeste.

C'est Igor Slonovitch, de Bakou, qui vient d'achever la classification des mesures de densité quasi périodiques.

' Cherrr  Ba- Chuan, je te remerrrcie de cette pierre dans mon jarrrdin. Ta forrmule camarrrade est l'expression la plus simple des fondements même des probabilités : additivité, conditionnement, tout est limpide, c'est bien de mesure de chance que tu nous parles là….'

Steeve Hallmark de Californie l'interrompt un peu rudement.

' Mon vieil Igor, tu as encore de la Vodka dans les yeux, c'est le groupe des homothéties-translations que veut évoquer Yan ici. C'est une affaire de géomètre, pas de vulgaire statisticien à la solde du pouvoir '

Quelques cris commençaient à jaillir. Yan frappa sur le bureau. Il réclama le silence pour donner la parole à Ramirez Stolen, de Barcelone, très connu pour ses travaux sur les équations de Navier-Stokes. 

' Vous vous moquez du monde, personne n'a encore reconnu la fonction exponentielle ? C'est elle qui transparaît dans cette égalité, Chuan fait référence à elle, c'est sûr, il l'a simplement dissimulée avec Laplace, comme sa rivière Lu dans la brume!'

' C'est un scandale, on oublie toujours les Algébristes dans ces congrès hurla une blonde sur la gauche. C'est une inversion de série formelle dont nous parle Chuan. Le produit de convolution, tout est là!'

Un gros bonhomme se mit à hurler 'Hilbert revient, ils sont devenus fous, ils ne voient pas ton opérateur des premières différences ! Télescopage ! Télescopage !'

Un anglais flegmatique à côté d'Aristide susurra ' My Taylor is rich enough to explain this fact , it's an integral formule of course '

Les interventions se multipliaient maintenant férocement.

Rominakian, de New Delhi :  'Chuan nous renvoie à Euclide, c'est un produit scalaire qu'il évoque, mais tu as raison Ramirez, j'y vois un soupçon de ton exponentielle'

Bonvoisin de Toronto ; " C'est comme on dirait chez nous un déguisement du binôme en habit du Dimanche, c'est à Newton que Chuan pense c'est sûr"

Un Africain hilare assura qu'il voyait une somme de résidus dans le calcul d'une intégrale Eulérienne.

Un Logicien Iranien la dénomma la 'Mère de toutes les récurrences' 

Un belge: ' C'est le schéma du point fixe, plutôt deux fois '

Un Japonais : ' Chuan évoque les spectres, c'est une histoire de fantômes Chinois'

Laurent Blanc, célèbre mathématicien Français: ' C'est la base de la théorie des fonctions analytiques!'

Une suédoise à longs cheveux roux déclara 'Et les formes multilinéaires les mecs, c'est un déterminant circulant, un point c'est tout!'

S'ajoutant à tout ce vacarme quelqu'un d'invisible scandait d'une voix stridente ' Polynômes, polynômes ! '

Enfin Yan - Ba -Chuan réclama et obtint le silence.

Devant l'assistance calmée il se leva et dit simplement.

' Au commencement les montagnes sont les montagnes, ensuite les montagnes ne sont plus des montagnes, mais à la fin les montagnes redeviennent des montagnes'

Un éclair traversa Aristide. L'unité et la diversité. Pour la première fois cette dualité lui apparaissait aussi clairement.
Il en était maintenant sûr, là à Valladolid, les formules avaient bien une âme.

Il regarda ses deux élèves avec appréhension, pensant lire un reproche certain dans leurs yeux.
Comment avait-il pu oublier à ce point cette unité fondamentale ? Pourquoi n'avait-il utilisé cette égalité que pour de tristes calculs de sommes si peu raisonnables !

Pourquoi s'était-il laissé berner par ces programmes castrateurs, par tous ces interdits, au point de ne plus voir lui-même les liens évidents avec les différentes parties de son cours.

Dans quels coins de sa mémoire gardait-il inutilement ces théories qui l'avaient passionné dans ces années d'étudiant ? 


Mais la jeunesse n'est pas rancunière. 

Plus tard, dans un café, Aristide fit le point avec ses fidèles. Sylvestre avait bien perçu l'interprétation probabiliste, à travers le schéma d'épreuves répétées. Jérémie avait reconnu l'action d'une homothétie mais butait sur le point fixe. 

Aristide pensa 'Ce sont de bons élèves et tu les as un peu gâchés'

Mais quelques bières aidant, et devant l'enthousiasme de ses disciples, il retrouva un peu de courage et de gaieté. 

C'était décidé, les quelques années d'enseignement à venir, il ne les raterait pas.

D'abord il fallait reprendre toutes les bribes d'idées évoquées dans la conférence. 
C'était un dur travail de synthèse mais il se sentait prêt à s'y atteler.

Il chassa la petite voix de coin qui lui disait : inutile, inutile, personne ne s'intéresse plus à comprendre et à réunir, la toile même est hypocrite. 

Mais il se voyait comme le héros capable d'affronter la matrice 

Tout au fond de son âme il entendit. ' Il est revenu dans la maison du Père'

Ce qui suit est le début de sa quête. 

Je vous le confie précieusement, faites-en bon usage vous aussi, et bon séjour à Valladolid.

'Du Paradis que Cantor a créé pour nous, nul ne pourra nous en chasser'.

La formule de la somme des termes d'une série géométrique.
Vous la connaissez bien sûr, de même que sa démonstration la plus élémentaire, en retrouvant la trace de cette somme dans son produit par q.


Il existe bien d'autres façons de faire apparaître cette relation, très déroutantes quelquefois si on reste chevillé à l'emploi usuel dans les exercices sur les suites.

Ces occurrences variées permettent de saisir le caractère profond de cette formule, les interactions entre sommes et produits, et s'ouvrent souvent vers des généralisations.

Suivant les présentations q jouera alors le rôle d'une mesure de chance pour le probabiliste, d'une variable formelle pour l'étude des équations polynômiales, d'un rapport d'homothétie pour le géomètre ou d'un opérateur de dérivation via la transformée de Laplace pour l'automatisme.

Jetons un coup d'œil sur le schéma suivant qui sera développé en détail par la suite.
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1. Les preuves élémentaires.

Dans tout ce qui suit q désigne bien sûr un réel ou un complexe distinct de 1.
Pour n entier donné on pose 
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. En multipliant par q, et par distributivité, il vient : 
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Par regroupement on obtient alors 
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 , d'où la formule classique en divisant par q-1 : 
[image: image4.wmf]1

1

1

-

-

=

+

q

q

S

n



Point faible: Il s'agît d'une 'astuce' de calcul, fonctionnant sur ce coup là, mais peu susceptible de marcher sur d'autres sommes.

Point fort: très simple et surtout se généralisant dans un cadre plus vaste.
Elle est en effet encore valable sur un Corps quelconque, en prenant q distinct de l'élément unité, on peut même l'utiliser dans un Anneau sous la forme factorisée 
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La récurrence donne également une justification facile mais sur une formule parachutée!
La vérification est triviale pour n =0 et le passage de n à n+1 s'obtient simplement en réduisant au même dénominateur : 
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2. Le principe de télescopage.

Appelé aussi principe de simplification diagonale ou des différences premières, rappelons son énoncé élémentaire :            
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Il fonctionne dans R, C, et plus généralement dans tout groupe commutatif.
On peut même l'employer dans un groupe (G, () non commutatif sous la forme suivante :

[image: image8.wmf]1

1

0

1

1

1

1

1

2

1

1

1

0

0

1

1

......

)

(

)

(

-

+

-

+

-

-

-

-

=

=

-

+

*

=

*

*

*

*

*

*

*

*

=

*

Õ

n

n

n

n

n

n

k

k

k

k

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v



Appliquons le à la suite de terme général 
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on obtient immédiatement 
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Point fort: Le principe en question peut s'appliquer au calcul de nombreuses sommes : celle des entiers successifs, des carrés ou cubes, des termes du type sin(n(), etc….
Il permet une première généralisation sortant du cadre d'une raison géométrique figée.
Par exemple si on l'applique à 
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3. Intervention des polynômes.
Rappelons le principe fondamental de factorisation des polynômes.

Si  P(X) est un polynôme à coefficients réels ou complexes de degré n (1, le nombre a est racine de P si et seulement si il existe un polynôme Q(X) de degré n-1 tel que l'on peut écrire 
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Appliquons le à 
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. Puisque 1 est racine on pourra donc factoriser suivant :
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En développant et identifiant les coefficients de même degré, on obtient alors immédiatement : 
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Tous les coefficients du polynôme Q (X) sont donc ici égaux à 1 et on en tire bien la formule attendue pour X=q distinct de 1.

Point fort:  La démonstration insiste sur le caractère algébrique de la formule.

On pensera donc à l'utiliser pour des factorisations plus générales, par exemple on en déduit pour b non nul : 
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  d'où en développant 
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4. Interprétation géométrique.
Rappelons qu'une application ponctuelle T définie par une formule vectorielle du type 
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 avec ( distinct de 1 est une homothétie.

On commence en effet à vérifier que T admet un point fixe A, solution de 
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, donc défini par l'égalité : 
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En soustrayant à l'égalité définissant M'  l'équation au point fixe : 
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Considérons alors 
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On passe de Sn à Sn+1 par l'intermédiaire de l'application T :
[image: image27.wmf]1
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D'après ce qui précède T est une homothétie de la droite (réelle ou complexe), de rapport q et de centre 
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En faisant agir T n fois à partir de S0=1 on en déduit donc 
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Point fort: Le terme application affine pour les applications numériques du type T prend ici tout son sens. On retrouvera ce schéma géométrique du type 
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dans des espaces de dimension supérieure.
5. Traduction probabiliste.

Considérons une épreuve répétée n fois de manière indépendante.
Soit X un événement dont la probabilité de succès sur un essai est constante égale à q.

On se propose d'évaluer la probabilité p d'avoir au moins un échec de X sur les n essais successifs. On peut la chiffrer de deux manières.

_ En évaluant la probabilité de l'événement contraire, donc d'avoir une réussite pour X à chacun des essais. Les épreuves étant supposées indépendantes on aura : 
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_ Ou peut aussi décomposer l’événement  étudié en jouant sur le numéro de l'essai où X à échoué pour la première fois.

Ainsi la probabilité d'échouer dès le départ sera 1-q.
La probabilité de chuter à la deuxième étape sera q(1-q).
Plus généralement, la probabilité de faillir pour la première fois à l'essai numéro k sera égale à 
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En égalant les deux calculs on obtient magiquement : 
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Point fort: La formule apparaît ici comme un don du hasard. Elle semble traduire une réalité au delà des simples règles de calcul algébrique. 
Remarquons aussi que la généralisation évoquée dans le principe de télescopage se retrouve dans cette méthode en supposant que la probabilité de succès ne reste pas fixe mais fluctue à chaque étape (notation qk ) tout en gardant l'indépendance des répétitions.

Point faible: Ici q est limité à l'intervalle [0,1[.
Remarquons alors que les fonctions 
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satisfont toutes deux à la relation d'homogénéité : 
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On peut donc en déduire la validité de la formule sur ]1, +([
6. Analyse différentielle.

Rappelons brièvement la définition de la transformée de Laplace: 
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 qui permet de traduire une équation différentielle linéaire en une équation algébrique de la variable p.

Parmi les propriétés de cette transformée, nous n'utiliserons que les deux suivantes, de démonstration élémentaire :

_ Transformée d'une dérivée : 
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_ Transformée de l'exponentielle : 
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. Convergence élémentaire pour p (1
Mises à part les conditions initiales, la dérivation se traduit donc par le produit par p.

Examinons donc l'équation différentielle d'ordre n : 
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D'après ce qui précède, et si on note 
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 la valeur de la dérivée d'ordre k en 0 de la solution cherchée, la traduction par Laplace de cette équation donnera :
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Si on impose toutes les dérivées successives à l'origine égales à 1, on connaît alors l'unique solution de l'équation étudiée. C'est la fonction exponentielle elle-même.

On obtient alors naturellement : 
[image: image46.wmf]1
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C'est encore une belle occurrence de la formule classique.

Point faible: Outil assez sophistiqué et intervalle de validité restreint à la zone de convergence ]1, +([ de la transformée de ex. Mais pour ce dernier point, l'homogénéité constatée précédemment nous permettra de la valider sur ]0, 1[.

Point fort: Intervention de la dérivation comme agent 'multiplicateur'.
7. Une division suivant les puissances croissantes.

Le schéma de la division suivant les puissances croissantes de 1 par 1- X fait apparaître naturellement les égalités successives :
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D'où l'on tire aisément: 
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C'est, au point de vue calcul, une variante du principe de télescopage, mais présentée sous un angle différent.
8. Par la formule de Taylor.

Rappelons que si f est une fonction de classe Cn+1 sur un intervalle I contenant 0, on peut écrire le développement suivant dit avec reste intégral : 
( x ( I   
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Appliquée à 
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Pour x ( 0 et 0 ( t ( x (1 on peut écrire 
[image: image53.wmf]2

2

)

1

(

1

)

1

(

1

0

+

+

-

£

-

£

n

n

x

t

. L'intégrale ci dessus est alors positive et majorée par 
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Il s'ensuit que pour 
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 et par conséquence le reste intégral convergera vers 0 pour n tendant vers (, ce qui donne 
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Nous passerons de ce développement en série infinie au développement fini en remarquant que 
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9. Avec l'Algèbre des séries formelles.

Rappelons sommairement sa définition. S(X) est l'ensemble des suites infinies à termes  complexes muni des lois internes suivantes :

_ Addition + , somme usuelle des suites.  ( n ( N 
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_ Produit de convolution ( , tel que ( n ( N 
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Si on ajoute la loi externe usuelle, produit d'une suite par un coefficient complexe, 
on vérifie facilement la structure de C -Algèbre , d'unité 1=(1,0,0….0….)

Cette C Algèbre contient les polynômes formels, suites nulles à partir d'un certain rang.

En posant 
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Cette notation s'étend pour une série formelle quelconque sous la forme 
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En utilisant la valuation, (V(S) =plus petit indice k tel que uk non nul ) on peut d'ailleurs définir une distance sur S(X) par 
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, faisant de S(X) un espace complet et telle que 
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 corresponde effectivement à une convergence topologique : 
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, mais ceci n'est pas nécessaire dans notre approche de la formule.
Le point d'ancrage est en fait le suivant:

Toute série formelle S de valuation nulle (u0 (0) est inversible pour le produit de convolution. (Démonstration élémentaire, les termes de l'inverse S -1 se déterminent de proche en proche selon le schéma ci dessous ).
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    En particulier : 
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Il suffit alors d'écrire vu les règles sur un Anneau :
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10. En partant de la formule du binôme.

Posons q=1+t  et examinons 
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Il est clair que Sn est un polynôme de degré n en t : 
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Vu la formule du binôme : 
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Or, vu la relation fondamentale du triangle de Pascal : 
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On aura par télescopage : 
[image: image73.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

å

=

+

=

1

1

1

1

1

1

1

q

n

q

k

q

k

a

n

k

q

k

q



Ainsi 
[image: image74.wmf]1

1

1

)

1

(

1

1

1

1

0

-

-

=

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

+

+

=

=

å

q

q

t

t

t

q

n

S

n

n

n

q

q

q

n

=






11. La puissance des matrices.

Soit la matrice 
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 avec q complexe distinct de 1.

L'examen élémentaire des puissances successives de A conduit à la formule facilement justifiée par récurrence :( n (1  
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Utilisons maintenant la technique classique par diagonalisation.

On notera 
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 définissant la base canonique de R2

Le polynôme caractéristique est 
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· Pour la valeur propre q, le sous-espace propre est la droite engendrée par  
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· Pour la valeur propre 1, il s'agît de la droite dirigée par 
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On a donc 
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On en déduit  
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 En explicitant le terme de la première ligne et deuxième colonne, et en comparant avec le calcul direct effectué plus haut, apparaît encore la formule : 
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Remarque :  Il s'agit en fait d'une traduction dans le plan du schéma des homothéties sur une droite suivant un procédé classique de géométrie projective.

En effet partons de la transformation déjà étudiée : 
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en posant 
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D'où la transformation plane g définie par  
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dont la matrice dans la base canonique de R² n'est autre que A intervenant plus haut.


12. L'art d'accommoder les restes.

La division Euclidienne de X n  par 
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 avec Qn(X) polynôme en X.

Il est facile d'évaluer les coefficients du reste en utilisant les racines du polynôme P.

On obtient en effet en remplaçant X par q et 1 le système : 
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On en tire aussitôt l'expression  
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Une autre technique consiste à suivre pas à pas cette division lorsqu'on augmente l'exposant n.

Ainsi de 
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 on déduit en multipliant par X :
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 on voit alors que le nouveau reste s'écrit 
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On peut donc évaluer ces coefficients de proche en proche à partir de 
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grâce aux relations : 
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Ici encore l'examen de l'évolution de ces termes et une récurrence élémentaire conduit à l'expression : 
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En comparant avec le premier résultat on retrouve une nouvelle fois notre formule 
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13. Avec un déterminant.

Considérons le déterminant circulant d'ordre n +1 défini par le schéma :

(= 
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On le calcule facilement par pivot de Gauss sur les lignes en soustrayant à chacune le produit par X  de la précédente, en partant de la dernière. On se ramène ainsi à un déterminant diagonal évident : 
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Une autre manipulation classique consiste à ajouter à la première colonne la somme de toutes les autres, ce qui a pour effet de sortir par linéarité le facteur  
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(=P ( Q avec Q=
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 polynôme en X.

Toute racine complexe de P est donc nécessairement une racine de 
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Montrons que P n'admet pas de racines multiples.

Si a annulait P et P' on aurait alors  
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Soit par différence puis en divisant par a non nul :  
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En soustrayant encore 
[image: image108.wmf]0

)

1

(

  

alors

 vient 

il

   

0

)

(

1

=

+

=

¢

-

n

a

n

a

P

  ce qui est impossible.

Toutes les racines de P sont donc distinctes et sont alors nécessairement des racines d'ordre n+1 de l'unité. Notons que parmi ces racines, la plus simple '1' n'annule pas P.

Si  
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La factorisation de P  s'écrit donc 
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14. Encore un peu de géométrie.

Plus précisément avec un produit scalaire.

On considère la mesure 
[image: image112.wmf]m

 sur R + de densité 
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[image: image114.wmf]m

) correspondant. (ensemble des fontions de carré sommable par rapport  à 
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On rappelle la définition du produit scalaire sur H : 
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Une base orthonormale classique pour H est celle des polynômes dits de Laguerre, explicités par :
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Dans cette base, la décomposition de la fonction 
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Le produit scalaire avec une fonction du même type 
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Soit après calcul élémentaire de l'intégrale :
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En posant 
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Après ce panorama, vous ne regarderez probablement plus cette bonne vieille formule des familles comme auparavant. Nous allons continuer sur la lancée avec une analyse de situations classiques où elle intervient avec bonheur dans des domaines divers.


1. Calcul des sommes des carrés et cubes d'entiers successifs.
Posons 
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=

=

=

n

k

k

k

x

x

S

0

)

(
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Par dérivations successives on en déduit facilement les relations :
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Ceci pour k ({1,…, n+1}

Pour x=1 et en posant q=k-1 on trouve la valeur 
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Or par dérivation directe du polynôme S(x) on obtient facilement l'expression :
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.  ( Ceci pour tout q ( {1, 2, …., n} ).
La comparaison des deux calculs donne alors pour x=1 
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.  En détail cela se traduit :
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Par combinaisons linéaires convenables des sommes précédentes on déduit alors aisément 
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Plus généralement il est toujours possible d'écrire le polynôme 
[image: image133.wmf]q
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En effet, le système précédent est libre car formé de q vecteurs de degrés tous distincts, et constitue donc une base de l'espace des polynômes de degré au plus q s'annulant en 0. On pourra donc évaluer ainsi les sommes des puissances quelconques d'entiers. 
A remarquer également que pour x ( 1, le schéma précédent d'évaluation des dérivées successives de S conduit à la détermination des sommes 
[image: image135.wmf]
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2. Développements limités et illimités de ln(1-x).

Partons de l'égalité fonctionnelle sur [0, 1[ : 
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Pour x ([0, 1[ et par intégration sur l'intervalle [0, x] on en déduit :
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Pour t décrivant [0, x] on a l'encadrement élémentaire : 
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On en déduit : 
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.  Ainsi on peut écrire sur [0, 1[  :
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On montre facilement que pour x ([-1, 0] on a une décomposition analogue, mais avec la majoration 
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Grâce à cette écriture on pourra alors :
· Approximer les logarithmes avec une précision quelconque.

Par exemple pour 
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· Obtenir les développements limités de tout ordre de 
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Le reste intégral est donc négligeable en 0 devant la puissance xn. 
Ceci donne avec les notations de Landau et en transformant x en -x : 
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· Développer en série entière ln(1-x) sur l'intervalle [-1, 1[  en remarquant que pour x fixé dans cet intervalle, 
[image: image149.wmf]0

)

(

lim

=

¥

®

x

R

n

n

. On obtient ainsi :

[image: image150.wmf]å

¥

=

=

-

=

-

n

n

n

n

x

x

1

)

1

ln(

 En particulier pour 
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3. Approximation de (.
Appliquons l'égalité  
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On obtient 
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Intégrons alors cette égalité fonctionnelle entre 0 et ( pour ( élément de 
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En se rappelant que  
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Pour ( ( 0, la majoration évidente 
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On en déduit facilement les conclusions suivantes :
· Pour ( fixé élément de 
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Par exemple, pour 
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Pour 
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 Ici la convergence est plus rapide, on comprend l'intérêt dans l'histoire du calcul numérique approché des formules explicitant une fraction de ( comme combinaison d'angles de tangentes voisines de 0. 
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· Pour n fixé, en posant 
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on obtient le développement limité d'ordre 2n+2 de la fonction Arc-tangente en 0 : 
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· Enfin, en faisant tendre n vers l'infini, pour x=tan(() fixé, on obtient le développement en série entière sur [-1, 1]. (Convergence évidente vers 0 de Rn(()).

Sur [-1, 1] :   
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4. Sommes trigonométriques.
Dans  
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On obtient facilement : 
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En séparant les parties réelles et imaginaires apparaissent alors les deux formules :
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Ces sommes interviennent dans la décomposition classique d'une fonction en série de Fourier. Voici les grandes lignes du théorème clef de Dirichlet -Jordan dans le cadre simplifiée d'une fonction f de classe C1 par morceaux sur R et de période T.
· On définit les coefficients de Fourier de f par les formules :


[image: image180.wmf]T

dt

t

n

t

f

T

b

dt

t

n

t

f

T

a

T

n

T

n

p

=

w

w

=

w

=

ò

ò

2

  

avec

   

)

sin(

)

(

2

et  

   

)

cos(

)

(

2

0

0

  et on s'intéresse à la somme trigonométrique : 
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· On montre facilement par linéarité de l'intégrale, formule d'addition du cosinus et périodicité des fonctions intégrées, que la somme ci-dessus se simplifie en :
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· D'après la formule de sommation des cosinus obtenue plus haut, on arrive à :
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En particulier, si f est constante prenant la valeur y, on obtient directement Sn(x)=y ce qui conduit à l'égalité :  
[image: image184.wmf]ò

p

q

q

q

+

p

=

0

)

2

sin(

)

2

1

sin(

2

2

1

d

n

y

y

 .  Par différence il vient alors 
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· Si h est une fonction de classe C1 sur [0, (] on vérifie sans mal grâce à une intégration par parties que 
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. Ce résultat s'étend sans problème au cas d'une fonction de classe C1 par morceaux. (En fait la continuité suffit largement!).
· Vu l'hypothèse f de classe C1 par morceaux, f admet en chaque point x une dérivée généralisée à droite et à gauche de x. 
Ainsi si on note 
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 les limites à droite et à gauche de x et si on prend avec les notations ci dessus 
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, la fonction h intervenant dans l'écriture de Sn(x) peut se prolonger par continuité aux bornes 0 et ( de l'intervalle d'intégration. 
On pourra donc appliquer à h la propriété limite évoquée dans le paragraphe précédent.

Ainsi  
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Ceci est l'expression du théorème de Dirichlet Jordan, sous les conditions de régularité de f rencontrées dans l'étude (f de classe C1 par morceaux) et pour tout réel x , les sommes de Fourier de la fonction f convergent en chaque point vers la moyenne arithmétique des limites à gauche et à droite en ce point.:
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5. Schéma du point fixe.

Son énoncé le plus simple concerne une fonction f définie sur un intervalle I=[a, b], à valeurs dans ce même intervalle I, et supposée contractante, c'est à dire qu'il existe un réel q élément de ]0, 1[ tel que 
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Sous ces hypothèses il est clair que f admet un point fixe et un seul noté ici l.
· L'existence de l est obtenue en appliquant le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction g définie sur I par : x (g(x)= f(x)-x.

En effet f est continue et même uniformément continue sur I vu la propriété de contraction des distances. La fonction g est donc continue par différence et prend des signes différents aux bornes a et b vu la stabilité de I pour f. On aura donc au moins une annulation de g.

· L'unicité est assurée également par la propriété de contraction. Si l' était un point fixe distinct de l on aurait : 
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On sait alors approximer ce point l par itérations successives avec la fonction f en partant d'une source arbitraire x0 de I.  ( ( n ( N 
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En effet, à chaque calcul d'un nouveau terme : 
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Donc, après n itérations successives : 
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Ceci assure la convergence des xn vers l et permet de prévoir un nombre suffisant de calculs à effectuer pour réaliser une estimation imposée de l.
Un problème fondamental concernant la pratique de cet algorithme est celui de l'évolution des erreurs d'arrondi lors d'un calcul sur machine.
La formule des suites géométriques vient encore éclairer de belle manière cette propagation et montre que les erreurs resteront voisines de la résolution de la machine utilisée. Voyons le détail. Pour simplifier l'étude nous supposerons I centré sur l.
(Vu la propriété de contraction, on peut toujours si l est distinct des bornes a et b , se ramener à une situation de ce type en restreignant convenablement l'intervalle initial).

Nous noterons 
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 l'approximation machine de f , agissant sur un sous ensemble J de I (nombres machines appartenant à I) et on supposera que ( x ( J :  
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( dépend de la précision de la machine et de la chaîne des opérations intervenant dans le processus de f.

La suite visualisée sur la machine est alors définie par 
[image: image198.wmf])

(

  

et  

  

1

0

0

n

n

y

f

y

n

x

y

=

"

=

+



Tant que les approximations machines yn restent dans J, on peut écrire :
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On aura donc en cascade : si y1, y2, …., yn-1 sont tous dans J : 
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On en déduit alors : 
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En notant 
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Il existe donc une condition suffisante pour que le nouveau nombre machine yn fasse encore partie de l'ensemble J. 
Vu que I=[a, b] est supposé centré sur l , il suffit que 
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Cela nécessitera de démarrer lorsque q est proche de 1 avec une source x0  pas trop éloignée de l. Par contre pour un rapport de contraction voisin de 0, la position initiale sera moins contraignante.
Cette condition assurée, on montre alors facilement par récurrence et grâce aux majorations ci dessus, que tous les yn restent dans J et que pour tout entier n :
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On a donc un écart entre le modèle théorique xn et sa simulation sur machine yn  qui reste stabilisé. La propagation des erreurs pour ce type de suite n'est donc pas inflationniste, sous réserve de prendre garde au départ!

On retrouve ce schéma géométrique de limitation des dispersions dans le théorème général dit du point fixe.


La fonction f est ici définie sur une boule fermée B de centre a et de rayon r d'un espace métrique complet E. On suppose encore qu'elle est q - contractante sur cette boule, c'est-à-dire que si d est la distance relative à E, 
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Cependant a n'est pas supposé ici fixe pour f et l'objet du théorème est précisément d'assurer l'existence d'un tel point en le faisant apparaître comme limite d'une suite de Cauchy  d'éléments de B.

Si on s'intéresse à la suite des images successives par f  de a, on est conduit à suivre la dérive de ces termes dans la boule B, en espérant que leur éloignement au centre reste confiné.
Comme dans l'étude précédente, cette  stabilité sera assurée sous réserve que la première image ne soit pas trop loin de la source a. 

Plus précisément, la condition 
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 est ici aussi suffisante pour

assurer la maintenance de tous les xn dans la boule B. 

En effet vu la contraction de f, et tant que les termes 
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L'inégalité triangulaire montre alors  
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Le terme suivant xn fait donc encore partie de B et on peut ainsi poursuivre les itérations à l'infini. 

Reste à montrer la convergence. Elle ici assurée par la condition de Cauchy. Il suffit d'utiliser à nouveau l'inégalité triangulaire. 
Pour j ( i ( n  
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Ceci montre bien que l'oscillation de la suite tend vers 0 à l'infini et assure la convergence vers un élément l de la boule fermée B . (Tout fermé d'un espace complet est aussi complet).

La fonction f étant évidemment continue de par la propriété contractante, le passage à la limite dans l'égalité 
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 montre que l est bien solution de  f(l)=l.

Un passage à la limite identique donne en utilisant la majoration établie plus haut : 
( n (N 
[image: image214.wmf]n

i

n

i

n

rq

x

x

d

l

x

d

£

=

¥

®

)

,

(

lim

)

,

(

  , ce qui permet ici aussi  le calcul d'un nombre suffisant d'itérations à effectuer pour estimer l à une précision imposée.

6. Critères de convergence pour les séries.

Dans un espace de Banach (vectoriel normé complet), pour une série de terme général un, une majoration à partir d'un rang n0  du type : 
[image: image215.wmf]n

n

q

C

u

.

£

 avec C constante et q ([0, 1[ suffit pour assurer la convergence.
En effet si on considère la suite des sommes partielles 
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L'oscillation de ces sommes tend donc vers 0 lorsque n tend vers l'infini. L'espace étant supposé complet, la suite de Cauchy   n (Sn est donc bien convergente.

On utilise de façon simple cette comparaison avec une série géométrique dans les deux critères classiques suivants, employés le plus fréquemment dans le cas réel ou complexe :
· Critère de D'Alembert.

Si 
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 , alors la série de terme général un  est convergente.

Choisissons un réel q tel que 
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On en déduit facilement par télescopage que pour tout n ( n0 :  
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· Critère de Cauchy.

Si 
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Ici encore on choisit un réel q strictement compris entre l et 1 et on choisit un rang n0 à partir duquel 
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Les deux critères sont en fait liés. On montre en effet facilement pour une série à termes réels positifs que l'existence d'une limite l pour le rapport 
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Il est donc inutile de tester Cauchy si D'Alembert a échoué.



7 Fonctions Analytiques.

Nous considérons ici des fonctions de variable complexe z. 

Une telle fonction f est dite holomorphe sur un disque ouvert D de C si elle est dérivable en tout z de D .  ( z ( D  
[image: image228.wmf]z

u

z

f

u

f

z

f

z

u

-

-

=

¢

®

)

(

)

(

lim

)

(


La fonction f est dite développable en série entière sur D s'il existe une suite de complexes  n (an telle que  ( z (D :
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Ici encore les suites géométriques éclairent singulièrement les rapports entre les deux notions.
· Rayon de convergence d'une série entière.
Notons R la borne supérieure des réels r positifs ou nuls pour lesquels la suite n (
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 est bornée. Alors, si R (0 , la série entière z (
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 est holomorphe sur le disque ouvert D de centre 0 et de rayon R et se dérive terme à terme suivant : 
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Soit z ( D et r tel que 
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D'une part 
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 , d'où la convergence de  f(z).
D'autre part 
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Plaçons-nous alors sur la boule ouverte B de centre z et de rayon 
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Il est clair que ( u ( B : 
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On en déduit facilement 
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 pouvant être rendu inférieur à tout ( (0 imposé pour un choix de l'entier p assez grand, en tant que reste d'une série convergente.

Il suffit maintenant de remarquer que pour p fixé, et grâce encore à la formule de factorisation, chacun des termes de la somme finie à pour limite 0 lorsque u tend vers z.
Cette somme finie pourra donc aussi être rendue inférieure en module à (  donné pour tout u suffisamment proche de z fixé. Ceci assure bien  
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· Développement analytique d'une fonction holomorphe.

On suppose ici f holomorphe sur un disque ouvert D de centre 0 et de rayon R.

Considérons alors un cercle de centre 0 et de rayon r ( R , parcouru dans le sens direct et donc paramétré par : 
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La formule intégrale de Cauchy, pierre de base du théorème des résidus nous dit que pour tout complexe z à l'intérieur de ce cercle : 
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Utilisons pour n fixé la formule : 
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z

u

z

u

z

n

n

k

k

k

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

å

1

1

1

0


Il vient alors :   
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Ainsi : 
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.  On peut donc écrire 
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Remarquons alors que sur le chemin (,  
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On en déduit la majoration en module : 
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Ce reste intégral tend évidemment vers 0 lorsque n tend vers + (

On en déduit la décomposition de f en série entière :

Sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon r : 
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La propriété d'homotopie nous dit que le coefficient an ne dépend en fait pas du choix du rayon r. Comme celui-ci peut être pris aussi près que l'on veut de R, il s'ensuit que la fonction f est bien analytique sur tout le disque ouvert D.
Par translations élémentaires, les deux études précédentes montrent que pour des fonctions définies sur un disque ouvert de C, les propriétés d'holomorphie et d'analycité (développement local en série entière de la variable z-z0) sont équivalentes.
8 Un calcul singulier d'intégrale .
Pour ( élément de ]0,1[ , l'intégrale 
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 est convergente.

On peut l'évaluer lorsque ( est irrationnel  par la méthode des résidus en intégrant la fonction de variable complexe 
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 sur un carré Cn du plan parcouru dans le sens direct et dont les sommets sont les points d'affixe 
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· Sur les côtés parallèles à l'axe des abscisses, le paramétrage élémentaire 
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  et  
[image: image262.wmf]ò

p

-

p

+

a

pa

+

=

n

n

t

t

ni

dt

e

e

e

I

2

2

2

3

1


· Sur les deux autres côtés, en posant 
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Les points singuliers de la fonction, solutions de 
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 à l'intérieur du carré Cn sont les complexes 
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Les résidus de f en ces points sont donnés par :   Rés(f, zk)=
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L'application du théorème des résidus conduit alors à :
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En posant 
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C'est encore une belle apparition de notre série géométrique.

On vérifie très facilement en majorant le module, que les deux intégrales I2 et I4 tendent ver 0 avec n, donc leur produit par qn de module 1 aussi.

De plus comme on a choisi ( irrationnel, le sous groupe des q2n , n décrivant Z est dense dans le cercle unité. Il sera donc possible de trouver une suite extraite d'entiers 
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En faisant tendre n vers l'infini on obtient donc la valeur de l'intégrale cherchée :
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9 Une belle formule d'Euler.

On sait que pour ( réel strictement plus grand que 1, la série de Riemann de terme général 
[image: image276.wmf]a
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[image: image277.wmf]å

¥

=

=

a

=

a

z

n

n

n

1

1

)

(

 sa somme. (Fonction Dzéta de Riemann que l'on peut en fait définir sur le demi plan des complexes de partie réelle strictement supérieure à 1).
S'agissant d'une série à terme positifs, c'est en fait une famille sommable, et pour toute partie finie ou infinie F de N, on peut écrire 
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Notons p1, p2 , …, pn ,….. la suite infinie des nombres premiers rangés en ordre strictement croissant. Notons également Pn={ p1, p2 , …, pn} et enfin désignons par Fn l'ensemble des entiers dont aucun facteur premier n'est en dehors de Pn.

Il est clair que 
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De même, d'après le théorème sur le produit de familles sommables :
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Plus généralement avec une récurrence : ( n (1 
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Si on note Gn le complémentaire de Fn dans N, on peut alors écrire :
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Or par définition même des ensembles Fn et Gn il est clair que tout élément k de Gn est supérieur ou égal à pn+1 donc aussi à n+1.
On a donc l'encadrement :  
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Le reste d'une série convergente tendant vers 0 à l'infini, on peut donc conclure :


[image: image284.wmf]Õ

å

=

=

a

¥

®

Î

a

¥

®

-

=

=

a

z

n

i

i

i

n

F

k

n

p

k

n

1

1

1

1

lim

1

lim

)

(



Ou encore :           
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10 Un soupçon de Spectre.

E désigne ici un espace de Banach sur C, c'est à dire un C espace vectoriel normé complet pour la distance associé à la norme sur E. 
On sait alors que LC (E) l'espace des C endomorphismes sur E est aussi un espace complet pour la norme définie par :  
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. On vérifie facilement la propriété 
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· Valeur propre de u: tout ( complexe tel que u-(IE soit non injective.
· Valeur spectrale de u : tout ( complexe tel que u-(IE soit non bijective.
· Spectre de u :L'ensemble 
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 des valeurs spectrales de u.

Si E est de dimension finie, il est clair que valeurs propres et spectrales sont confondues, car via le théorème du rang, les propriétés d'injectivité et de surjectivité sont équivalentes.

Ceci posé, nous allons pouvoir mettre à nouveau à l'œuvre efficacement notre bonne vieille suite géométrique. Commençons par le résultat élémentaire suivant :
                       Si 
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En effet la série de terme général un est convergente dans l'espace de Banach LC (E) à cause de la majoration géométrique : 
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Utilisons la relation 
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En passant à la limite vu que 
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On procède de même pour obtenir  (IE-u)
[image: image296.wmf]o
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On peut en fait rattacher ce résultat au schéma du point fixe déjà évoqué. Il est clair  que la recherche d'un inverse x de IE-u revient à résoudre l'équation 
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Il suffit alors de remarquer que l'application 
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 est contractante puisque 
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. Or l'espace LC (E) est complet pour la norme en question.
La suite définie par v0=IE et (n (N vn+1= f(vn) converge alors vers l'inverse de IE-u et fait apparaître naturellement cet inverse comme somme de la série des puissances de u.

Remarquons aussi un résultat plus élémentaire: si u est nilpotent d'ordre n c'est à dire si un est identiquement nulle, alors l'inverse de w= IE-u  s'obtient tout simplement par la somme finie 
v=
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 mais peut aussi être calculé par la formule du binôme en développant l'égalité  
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 . Ceci conduit après isolation de l'identité et mise en facteur de w à l'expression 
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Ce premier résultat établi, il va être facile de prouver que le spectre d'un opérateur u est toujours une partie compacte de C.

En effet si le module de ( est strictement supérieur à la norme de u et vue la propriété précédente, la relation 
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Plus précisément on obtient  
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Les valeurs spectrales appartiennent donc nécessairement au disque fermé centré sur 0 et de rayon 
[image: image305.wmf]u
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Montrons maintenant que le complémentaire O=C-
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Soit ( un élément de O donc tel que u-(IE soit bijective.
Pour h complexe quelconque notons 
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Si 
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 on voit alors que v est inversible , d'inverse donné par la relation :
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Le disque ouvert de centre ( et de rayon 
[image: image310.wmf]1
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 est donc contenu dans O qui est ouvert en tant que voisinage de tous ses points. Le spectre de u est bien un fermé borné de C donc une partie compacte.

On peut en fait montrer grâce au développement analytique obtenu ci-dessus de la fonction définie sur O par 
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, que O ne peut être égal à C. En effet dans le cas contraire g serait analytique sur C entier. Or il est simple de montrer toujours avec notre majoration géométrique, que pour 
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 tendant vers l'infini serait donc bornée, donc constante d'après le théorème de Liouville, et par suite identiquement nulle ce qui est absurde, les images par g étant des automorphismes.

Le spectre 
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 est donc un compact non vide de C.

On remarquera que la démonstration classique établissant en dimension finie l'existence d'au moins une valeur propre (dont spectrale) repose sur le théorème de D'Alambert-Gauss, assurant l'existence d'au moins une racine complexe pour 
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Or le théorème de Liouville est une des preuves les plus rapides de ce théorème fondamental de l'Algèbre.
On peut montrer également que la borne supérieure des modules des valeurs spectrales, appelée rayon spectral , n'est autre que : 
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11 Des nombres parfaits.

La formule de factorisation de 
[image: image318.wmf]n
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 se prête bien à l'arithmétique.
Notons les résultats élémentaires suivants:

· Si a est un entier strictement plus grand que 2, et n entier (1, 
[image: image319.wmf]1
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En effet, grâce à 
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 on voit que a-1 est un diviseur propre du nombre étudié. (distinct de 1 car a (2 et distinct de 
[image: image321.wmf]1
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 car n (1).

· Si n est un entier composé, alors  
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Si n=pq avec p et q distincts de 1, on écrit 
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 et on applique le résultat précédent.

Les nombres du type Mn sont appelés nombres de Mersenne. Ils ne peuvent être premiers que si l'exposant n est lui même premier, mais cela est bien insuffisant. Rares sont les nombres de Mersenne effectivement premiers.

· Si a entier ( 2  et n entier impair (3,  alors  
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Cela vient aussi de 
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On a encore a diviseur propre, car a non nul, distinct de 1, et n (1.

· Si l'entier n n'est pas une puissance de 2, alors  
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 Supposons en effet 
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D'après le résultat précédent, le nombre 
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 sera effectivement composé.

Seuls les nombres dits de Fermat, du type 
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 sont parmi les puissances de 2 les seuls à pouvoir accéder à la primarité. 
Fermat les croyait à tort tous premiers, mais Gauss prouva la factorisation de F5=641(6700417. Notons également  F6=274177(67280421310721.

Passons maintenant à l'étude de la somme notée S(n) des diviseurs d'un entier n.
· Si n=p est premier, de manière évidente S(p)=p+1.

· Si 
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· Plus généralement, par une récurrence simple sur le nombre de facteurs premiers de la décomposition de 
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Nous pouvons maintenant étudier les nombres dits parfaits.


 Par définition, un entier x sera dit parfait s'il coïncide avec la somme de tous ses diviseurs distincts de x, autrement dit s'il satisfait à l'équation 
[image: image334.wmf]x
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On connaît parfaitement la structure des nombres parfaits pairs.

Euclide mentionne déjà dans ses éléments que si  
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La vérification est évidente d'après la formule donnant la somme des diviseurs.
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La réciproque n'est pas difficile à établir. 
Soit x un entier pair. On sait qu'on peut toujours l'écrire sous la forme 
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De 
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Le nombre p est distinct de 1, sinon on aurait 
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La somme S(p) contient donc au moins 1+p et on peut l'écrire 
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L'équation ci dessus se simplifie alors en  
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 et nous indique que 1+a est aussi un diviseur de p.

Il ne peut s'agir de p, sinon il viendrait 
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Si 1+a était distinct de 1, ce serait donc un diviseur propre de p et par définition de a on aurait l'inégalité contradictoire 
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Il ne reste que la possibilité 1+a=1, d'où l'on déduit a=0 et par suite la primarité du nombre p.

Le nombre parfait pair x est donc du type 
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Les nombres parfaits pairs sont donc directement reliés aux nombres de Mersenne.
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Le début de la liste est : 
P2=6 ;   P3=28 ;   P5=496 ; 
P7=8128 ;   P13=33550336 ;    P17=8589869056;    P19=137438691328 ; P31=2305843008139952128 ; 
P61= 2658455991569831744654692615953842176.

12 Localisation des racines d'un polynôme.

Considérons un polynôme à coefficients réels ou complexes, dont le terme constant est supposé non nul, soit : 
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Si z est une des racines complexes de P, on peut écrire : 
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En majorant le module de la somme par la somme des modules on en déduit facilement :
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Si z est de module différent de 1 on peut écrire : 
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Si on suppose maintenant le module de z strictement supérieur à 1 on en déduit 
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On vient donc d'établir que toutes les racines complexes de P sont certainement à l'intérieur du cercle de centre O et de rayon  
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Nous allons maintenant donner une valeur plancher du module de ces racines.  Il suffit pour cela de considérer le polynôme 
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 dont les racines sont les inverses des racines de P.

D'après l'étude effectuée, et si on pose 
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Les racines complexes de P sont donc toutes situées dans la couronne centrée sur O et délimitée par les rayons r et R définis ci-dessus.

On peut affiner ce résultat lorsque les coefficients sont supposés réels. Il est alors possible de donner un majorant des racines réelles positives de P. On se place bien sûr dans le cas où il en existe effectivement, ce qui entraîne qu'un des coefficients au moins de P est strictement négatif. 

Pour simplifier nous noterons ici 
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On désignera par k le plus petit indice tel que ck ( 0 et par C la plus grande valeur absolue des coefficients négatifs de P.

On en déduit alors facilement que pour tout réel x positif : 
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Par réduction , si x ( 1 : 
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Si on suppose x (1 et P(x)=0 , on en déduit : 
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Soit 
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On obtient le théorème du à Lagrange: 

La plus grande des racines positives de P est majorée strictement par 
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13 Remboursements à mensualités constantes.

Un capital C0 placé à un taux mensuel fixe de t % d'intérêt évolue de manière géométrique
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Après un placement de n mois sans retraits dans une banque, le capital initial est donc devenu 
[image: image371.wmf]n
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Si ce capital est prêté par une banque à un particulier qui s'engage à le rembourser en n mensualités constantes notées M, il faut considérer que chaque remboursement pourra être réinvesti par l'organisme prêteur en principe à ce même taux.

Ainsi la première somme restituée à l'ouverture du prêt donnera à la banque après n-1 mois un capital égal à 
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La deuxième mensualité ne sera productive d'intérêt que sur n-2 mois et deviendra au terme 
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, la suivante sera active sur une période de n-3et ainsi de suite jusqu'à la dernière qui ne produira rien.

Le calcul de M s'obtient en équilibrant les deux gains pour l'organisme prêteur.

L'équation bilan est : 
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On en déduit facilement   
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14 Le théorème d'Ostrowski.

On se propose d'étudier ici les métriques sur le corps des rationnels, c'est-à-dire les applications de Q-{0} vers R+ , morphismes pour la loi produit, et vérifiant l'inégalité triangulaire.

Soit 
[image: image376.wmf]m

 une telle fonction, satisfaisant donc à  
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Si on écarte l'application triviale prenant la valeur constante 0 , il est clair que 
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 vérifie nécessairement  
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On vérifie aussi très facilement par récurrence que pour tout entier n:  
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La fonction 
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 sera donc parfaitement déterminée par sa restriction aux entiers. Il suffira en fait, vu la décomposition en facteurs primaires de connaître sa valeur sur chacun des nombres premiers. En particulier si 
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 prend la valeur 1 sur chacun de ces nombres, 
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 sera la fonction constante égale à 1. On va voir que l'aspect de la métrique est fondamentalement différent suivant qu'il existe ou non un nombre premier p sur lequel 
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 prend une valeur strictement supérieure à 1.
· Commençons par examiner le cas d'existence et notons 
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Soit x un entier non nul quelconque décomposé en base p: 
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D'après les propriétés de 
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 et notre formule des suites géométriques il vient aussitôt :
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Puisque q (1 on a donc  
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De l'encadrement classique 
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En particulier on a 
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Remarquons alors que pour tout entier m:  
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En faisant tendre m vers l'infini on obtient la majoration : ( x (N-{0}  
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Appliquons ce résultat à l'entier 
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Comme 
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 on peut écrire la minoration : 
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Comme il l'a été fait un peu plus haut, on écrit alors que pour tout entier m non nul :
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 et en faisant tendre m vers l'infini : 
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On a donc établi que pour tout entier x  non nul,  
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Vu la propriété multiplicative de 
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, on en déduit que pour tout rationnel non nul x, la valeur de 
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 en x n'est autre que 
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Ainsi dans le cas étudié, les métriques obtenues sont toutes topologiquement équivalentes à la métrique usuelle liée à la valeur absolue, vu la continuité de 
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· Plaçons nous maintenant dans le cas ou aucun nombre premier n'a une image par 
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 strictement supérieure à 1. 
Si on excepte le cas trivial de la métrique constante égale à 1, cela entraîne l'existence d'au moins un nombre premier p tel que 
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Il ne peut en fait en exister qu'un seul. En effet si p' satisfaisait à la même propriété on pourrait d'après le théorème de Bezout trouver pour tout entier n un couple d'entiers relatifs (xn , yn) tel que 
[image: image415.wmf]n

n

n

n

p

y

p

x

)

'

(

)

(

1

+

=



En appliquant 
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 il viendrait alors : 
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Les deux puissances de q et q' tendent vers 0 avec n ( 0 ( q (1  et 0 ( q'(1 ).
D'autre part , étant sous l'hypothèse qu'aucun nombre premier n'a une image par 
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 supérieure strictement à 1, on en déduit d'après la décomposition en facteurs primaires, que l'image par 
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 de tout entier relatif est comprise entre 0 et 1.
Les suites de termes généraux 
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Tout premier distinct de p a donc son image par 
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 égale à 1.

Il s'ensuit que si x est un entier quelconque et si on note v(x) l'exposant maximal de la puissance de p divisant x, on écrira 
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L'image de x par 
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Plus généralement pour un rationnel  
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On vérifie facilement que l'application ci dessus est bien une métrique dite p -adique.
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